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内 容 简介 


本 书 研 究 的 是 希 尔 伯 特 二 十 三 个 问题 中 的 第 六 个 问题 ， 即 ;把 整个 物 
理 理论 公理 化 ， 使 得 任何 一 个 实验 物理 定律 都 可 以 用 数学 推理 从 一 组 完备 
的 公理 得 到 。 众 所 周知 ， 实 现 物理 理论 大 统一 的 困难 在 于 物理 定律 的 非 线 
性 和 量子 化 的 表述 形式 ， 这 两 个 困难 在 本 书 中 被 完全 克服 。 本 书 可 供 数学 
和 物理 专业 高 年 级 大 学 生 、 研 究 生 及 科研 人 员 阅 读 参 考 。 


科学 技术 文献 出 版 社 
向 广大 读者 致意 
科学 技术 文献 出 版 社 成 立 于 1973 年 ， 国 家 科学 技术 部 主管 ， 
主要 出 版 科技 政策 、 科 技 管理 、 基 础 理论 、 信 息 科 学 、 农 业 、 医 


学 、 电 子 技 术 、 实 用 技术 等 图 书 。 
我 们 的 所 有 和 努力， 都 是 为 了 使 您 增长 知识 和 才干 。 
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作 者 目 序 


上 士 闻 道 ， 勤 而 行 之 ; 中 士 闻 道 ， 若 存 若 亡 
下 土 闻 道 ， 大 笑 之 ! 不 笑 不 足以 为 道 。 
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众所周知 ，Hilbert 第 六 问题 无 论 是 在 物理 学 界 还 是 在 数学 界 
都 是 著名 的 难题 ， 我 开始 涉足 这 个 问题 是 在 1983 年 的 夏 天 , 当時 
我 在 中 国 科 学 院 工程 热 物 理 所 攻读 硕士 学 位 ， 论 文 题目 是 利用 计算 
机 数值 求解 可 压缩 流体 的 流 场 。 学 流体 的 人 都 很 清楚 ， 所 谓 计 算 流 
体 就 是 用 计算 机 求解 Euler 方程 、Navier-Stokes 方程 和 Reynolds 方 
程 ， 这 三 个 方程 在 推导 过 程 中 都 做 了 大 量 的 简化 、 省 略 和 近似 。 如 
果 把 它们 作为 工程 上 的 一 种 定性 的 校 验 手段 ， 或 许 是 可 取 的 ， 作 为 
理论 上 的 基本 方程 就 难以 令 人 信服 了 。 正 是 由 于 这 个 原因 ， 所 有 搞 
计算 流体 的 人 都 有 意 无 意 地 将 自己 的 计算 结果 向 实验 结果 拟 合 ， 这 
一 点 大 家 都 心照 不 宜 。 有 一 次 ， 我 的 师弟 向 我 讲 了 一 件 很 有 趣 的 事 
情 ， 当 年 西 德 的 一 家 空气 动力 实验 室 有 鉴于 计算 流体 学 界 的 这 种 不 
良 的 学 术 倾 加 ， 设 计 了 一 个 新 的 二 维 翼 形 ， 发 表 了 姻 形 的 几何 和 来 
流 参 数 ， 但 是 不 发 表 空 气动 力 实验 结果 。 他 们 与 全 世界 的 计算 流体 
学 者 约定 : 你 做 你 的 计算 ， 我 做 我 的 实验 ， 到 时 候 大 家 拿 结果 来 对 
比 。 令 人 肖 丧 的 是 ， 没 有 一 个 计算 结果 真正 与 实验 结果 近似 到 工程 
允许 的 范围 内 ， 连 最 简单 的 激 波 位 置 都 不 能 与 实验 相符 。 这 件 事 使 
我 十 分 震惊 ， 理 论 本 来 应 该 指导 实践 ， 可 是 在 这 里 ， 理 论 成 了 实践 
的 可 有 可 无 的 附庸 ! 其 实 ， 不 仅 是 在 计算 流体 学 界 ， 在 物理 学 的 其 
他 领域 也 有 类 似 的 现象 。 每 一 个 立志 攀登 科学 高 峰 的 青年 都 会 有 这 
样 的 感觉 ， 当 你 在 大 学 ， 在 研究 生 院 学 习 古 典 理论 的 时 候 ， 你 会 有 
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一 种 无 与 伦比 的 优美 感觉 ， 你 会 觉得 古典 理论 的 基础 是 如 此 的 坚实 
和 不 可 动摇 。 可 是 当 你 毕业 进入 科学 研究 的 前 沿 的 时 候 ， 你 就 会 遇 
到 许多 令 人 痛苦 、 无 奈 的 近似 、 假 设 和 省 略 ， 以 及 一 些 似 是 而 非 的 
推导 。 我 就 曾 深 深 地 为 此 感到 悲 京 ， 其 实 本 来 我 可 以 视而不见 ， 继 
续 我 的 计算 流体 生涯 。 事 实 上 ，1987 年 我 在 美国 Virginia Tech 读 
书 的 时 候 ， 曾 经 得 到 当时 世界 上 最 好 的 数值 结果 : 我 计算 出 来 的 一 
维 Laval 喷 管 的 数值 激 波 严格 限制 在 一 个 计算 网 格 之 内 ， 而 且 结 果 
与 理论 上 的 解析 解 完 全 重合 。 这 个 漂亮 的 结果 甚至 驱使 一 些 美国 人 
在 我 的 计算 机 硬盘 上 安装 了 一 个 小 玩意 来 窃取 我 的 程序 。 但 是 ， 我 
对 计算 流体 已 经 失去 了 兴趣 ， 我 已 经 在 开始 寻求 新 的 解决 办 法 了 。 
时 在 1983 年 ， 最 先 引 起 我 注意 的 是 蔡 树 棠 教授 50 年 代 写 的 一 篇 论 
文 ， 他 在 这 篇 文章 里 把 湛 流 看 作 层 流 与 涡 子 的 迭 加 ， 经 过 一 些 简化 
之 后 ， 在 球 坐 标 中 解 出 了 涡 子 。 虽 然 结果 不 尽 如 人 意 ， 但 是 其 数学 
上 的 优美 给 我 留 下 了 深刻 印象 ， 特 别 是 把 湛 流 看 作 层 流 与 涡 子 兴 如 
的 思想 就 是 本 书 的 基本 出 发 点 之 一 。 莹 教授 是 周 培 源 先生 的 高 足 ， 
成 名 很 早 ， 对 于 我 这 个 无 名 后 辈 的 冒昧 询问 给 予 了 热情 的 指导 ， 他 
指出 困难 在 于 数学 上 难于 处 理 非 线性 的 Navier-Stokes 方程 。 从 此 
以 后 ， 我 就 开始 了 攻克 Hilbert 第 六 问题 的 艰苦 跋涉 ， 届 指 算 来 ， 
已 有 15 年 了 。 

记得 在 美国 的 时 候 ， 我 在 图 书馆 里 偶尔 翻 到 一 本 书 ， 作 者 好 像 
是 一 位 华裔 学 者 ， 我 记 不 得 他 的 名 字 了 。 他 也 是 从 事 大 统一 理论 研 
究 的 ， 论 文 写 出 来 以 后 ， 给 美国 各 大 学 物理 系 的 几 十 位 教授 们 寄 
去 ， 希 望 能 够 有 些 评价 和 反响 。 可 是 大 多 数 回信 都 是 说 ， 我 们 对 这 
个 领域 不 熟悉 ， 请 你 找 别 人 审阅 。 其 实 科学 史上 这 样 的 事情 也 是 经 
常 发 生 的 ， 大 家 所 熟知 的 群 论 的 发 现 者 Galois 就 是 一 例 ， 如 果 
Cauchy 和 Poisson 能 够 及 时 发 现 Galois 论文 中 的 深 疼 精妙 的 数学 思 
想 而 稍 加 扶持 ， 为 他 的 生活 找到 一 根 科 学 的 支柱 ，Galois 也 不 至 于 
在 一 场 片 无 意义 的 决斗 中 失去 了 他 年 仅 20 岁 的 生命 。 熟知 科学 史 
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的 人 都 会 知道 ， 一 个 新 的 理论 常常 不 是 由 于 说 服 了 权威 们 而 战胜 旧 
的 理论 ， 而 是 由 于 后 起 的 青年 学 子 纷纷 承认 新 理论 而 最 终 战 胜 旧 理 
论 的 。 

科学 总 是 要 不 断 地 新 陈 代谢 ， 我 寄 希 望 于 科学 的 新 生 代 ! 


作 者 
1999 年 1 月 于 北京 
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1900 年 , 著名 数 学 家 Hilbert 在 巴黎 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 上 
提出 了 23 个 数学 问题 ， 这 些 数 学 问题 都 是 当时 世界 公认 的 难题 ， 
其 中 的 大 部 分 经 过 近 一 个 世纪 以 来 的 努力 已 经 解决 。 本 书 研 究 的 是 
Hilbert 问题 中 的 第 六 个 问题 ， 即 : 把 整个 物理 理论 公理 化 ， 使 得 
任何 一 个 实验 物理 定律 都 可 以 用 数学 推理 从 一 组 完备 的 公理 得 到 ， 
也 就 是 物理 学 理论 大 统一 问题 。 建 立 这 样 一 个 大 统一 理论 是 许多 物 
理学 家 的 梦想 ， 在 本 世纪 初 ， 这 个 梦想 曾 被 认为 最 接近 实现 ， 因 为 
当时 建立 在 牛顿 定律 和 能 量 守 恒定 律 上 的 物理 理论 似乎 无 往 而 不 
胜 ， 除 了 牛顿 定律 本 身 的 非 线 性 困难 以 外 ， 没 有 任何 力量 能 够 阻止 
物理 学 向 人 的 意识 以 外 的 客观 世界 进军 。 可 是 后 来 出 现 了 量子 理论 
和 相对 论 理论 ， 大 统一 的 梦想 被 粉碎 了 。 因 为 牛顿 定律 不 能 提供 一 
套 上 自然 的 量子 数 ， 无 法 解释 量子 现象 ， 也 无 法 解释 高 速 运动 物体 的 
行为 ， 于 是 不 同 的 物理 现象 不 得 不 用 不 同 的 理论 来 解释 。 从 那 以 
来 ， 冲 击 大 统一 理论 的 努力 只 是 一 些 零星 的 个 人 行为 ， 不 再 成 为 物 
理学 的 研究 主流 。 但 是 ， 对 物理 学 的 这 种 人 为 的 分 割 显然 是 不 合理 
的 ， 本 书 试图 以 20 世纪 辉煌 的 数学 成 果 为 基础 ， 建 立 统 一 的 物理 
理论 。 我 们 的 主要 挑战 来 自 物理 定律 的 非 线 性 和 量子 结构 所 带 来 的 
困难 ， 这 些 困 难 在 本 书 中 已 经 被 克服 ， 从 而 为 Hilbert 第 六 问题 的 
最 终 解决 铺 平 了 道路 。 

本 书 首先 给 出 了 理想 化 物理 实验 的 定义 ， 并 且 假 定理 想 化 物理 
实验 的 结果 是 唯一 的 (唯一 性 公理 ); 其 次 假定 流 形 上 的 物理 量 在 
一 个 开 域 上 的 值 可 以 同 胚 映射 到 另 一 个 开 域 上 去 〈 可 观测 性 公理 ); 
我 们 还 假定 流 形 的 任何 一 个 开 域 上 的 局 部 物理 定律 是 相同 的 (第 一 
协 变 公理 )。 这 三 个 假定 构成 了 我 们 的 公理 体系 。 
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根据 可 观测 性 公理 ， 我 们 把 一 个 物理 上 有 意义 的 流 形 M 定义 
为 一 个 G 连通 的 微分 方程 子 集 ， 这 里 G 是 M 的 结构 群 。 通 过 把 局 
部 物理 定律 展开 为 张 量 级 数 ， 可 以 把 流 形 上 的 非 线性 物理 量变 成 等 
价 的 线性 物理 量 ; 通过 全 微分 对 偶 诱 导 的 映射 ， 可 以 从 一 个 偏 微分 
方程 定义 的 流 形 得 到 一 个 等 价 的 常 微 分 方程 定义 的 流 形 ; 从 生成 结 
构 群 G 的 Lie 代数 可 以 得 到 一 个 完全 已 知 的 代表 流 形 O， 给 定 流 
形 M 和 代表 流 形 O 上 的 一 对 对 应 矢量 ， 我 们 可 以 在 M 和 QO 上 各 
生成 一 介 局 部 単 参 数 子 群 及 其 苗 表示 , 然 后 求 出 等 距 微分 同 豚 F: 
O 一 M， 进 而 从 Y, span g (O) 映射 生成 X, span a (M); 得 到 了 
切 空 间 T(M) 的 线性 子 空间 a (M)， 就 可 以 定义 度 规 张 量 ， 还 
可 以 生成 结构 群 的 任何 一 个 群 元 及 其 疯 表 示 ; 从 这 个 酋 表 示 就 可 以 
求 出 流 形 的 任何 几何 性 质 ， 例 如 联络 、 曲 率 张 量 等 。 

本 理论 的 另外 两 个 重要 支柱 是 著名 的 Hodge 分 解 定理 , 及 
Laplace-Baltrimi 算 子 A 的 特征 值 和 特征 形式 的 性 质 。 从 前 者 可 以 
得 到 流 形 上 任何 微分 形式 必然 满足 的 线性 方程 ， 从 后 者 我 们 可 以 把 
紧 致 可 定向 流 形 上 的 任何 微分 形式 展开 为 A 算 子 的 特 征 形式 の 的 
有 限 加 和 ， 通 过 从 Stokes 定理 和 de Rham 定理 导出 的 所 谓 边 界 条 
件 反 演 的 运算 由 边界 条 件 确 定 展开 系数 ， 最 终 得 到 物理 问题 的 精确 
解 。 

本 书 还 证 明了 从 A 的 特征 形式 能 生成 可 以 脱离 流 形 M 自由 返 
动 的 量子 和 涡 子 。 当 我 们 无 法 直接 追踪 每 一 个 量子 或 涡 子 的 时 候 ， 
可 以 用 统计 的 方法 来 研究 它们 。 实 际 上 ， 量 子 和 涡 子 就 是 原子 物理 
中 的 基本 粒子 和 流体 力学 中 的 涡 子 以 及 宇宙 学 中 的 星系 和 星团 。 给 
定 不 同 的 尺度 因子 ， 本 书 的 理论 可 以 用 于 研究 微观 或 宏观 世界 中 的 
任何 物理 对 象 。 

通过 定义 一 些 常用 物理 量 ， 如 能 量 、 质 量 、 电 荷 、 磁 场 强度 、 
力 、 温 度 等 ， 可 以 使 本 书 的 理论 与 现代 物理 学 接轨 ， 从 而 得 到 实验 
物理 定律 ， 例 如 : 能 量 守恒 、 质 量 守 恒 、Newton 定律 、 热 力学 定 
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律 、Pauli 不 相 容 原理 等 等 。 用 本 书 给 出 的 方法 可 以 得 到 物理 问题 
的 精确 解 ， 尽 管 其 中 有 些 步骤 不 一 定 能 够 解析 解 出 ， 但 是 可 以 证 明 
解 是 存在 并 且 唯 一 的 ， 因 此 可 以 放心 地 使 用 数值 方法 求解 。 

本 书 中 所 有 定义 和 命题 都 是 第 一 次 提出 。 作 为 基本 工具 的 微分 
流 形 的 定义 与 微分 几何 中 的 古典 定义 有 所 不 同 ， 切 空间 和 余 切 空间 
的 定义 以 及 它们 之 闻 的 对 偶 也 与 古典 定义 有 所 不 同 。 除 了 数学 概念 
以 外 ， 还 有 一 些 物 理 上 的 基本 概念 是 与 古典 定义 不 同 的 ， 例 如 ， 
Schrodinger 方 程 、 质 量 、 时 间 、 电 荷 、 磁 场 、 温 度 、 激 波 、 黑 洞 
等 ， 请 读者 务必 留意 。 
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第 一 章 基本 概 父 及 公理 


Hilbert 第 六 问题 研究 的 是 所 有 物理 问题 的 数学 基础 , 我 们 的 目 
标 是 使 任何 物理 问题 可 以 化 为 欧 氏 空 间 中 的 一 组 线性 问题 。 可 能 出 
现 同一 个 数学 概念 对 应 若干 物理 对 象 的 情形 , 例如 在 物理 学 里 ,按照 
尺度 不 同 , 在 量子 力学 中 有 原子 , 在 测 流 动力 学 中 有 涡 子 , 在 宇宙 学 
中 有 恒星 ,尺度 再 大 些 还 有 星系 .星团 . 星 协 等 , 在 数学 中 它们 都 是 相 
同 的 东西 。 本 书 在 讨论 的 时 候 将 不 区 别 尺度 , 我 们 所 得 到 的 结论 适用 
于 任何 物理 对 象 。 

值得 一 提 的 是 , 谢 流 流动 是 我 们 所 能 看 到 的 最 完整 的 物理 图 像 
之 一 ,因此 我 们 的 物理 图 像 主 要 来 目 渍 流 。 渍 流 实验 给 我 们 最 基本 的 
印象 是 : 它 是 由 层 流 和 涡 子 两 部 分 迭 加 而 成 ,所 有 的 涡 子 都 是 从 边界 
上 释放 出 来 的 , 向 着 远离 边界 的 方向 运动 , 涡 子 的 数目 符合 统计 规 
律 ,因此 我 们 的 理论 也 应 该 能 够 分 别 求 出 灌流 的 层 流 和 涡 子 , 而 且 它 
们 所 满足 的 基本 方程 必须 是 线性 的 ,这样 层 流 和 涡 子 才 能 够 从 加 。 

定义 1-1: 一 个 物理 实验 是 一 系列 可 重复 的 操作 ,每 重复 一 次 这 
个 操作 系列 可 以 在 某 个 精度 下 得 到 一 个 唯一 的 有 理 数 结果 。 

物理 实验 测 出 的 数 在 有 效 位 之 内 都 是 有 理 数 。 如 果 我 们 认为 实 
验 精 度 的 提高 是 没有 限制 的 ,极限 情况 下 出 现 无 理 数 。 在 物理 上 , 所 
谓 唯 一 指 的 是 在 一 定 的 实验 精度 内 , 超过 了 实验 精度 所 保证 的 小 数 
位 数 , 实验 数据 是 不 确定 的 ， 谈 不 到 唯一 性 。 由 于 在 分 析 运 算 中 无 法 
考虑 这 种 不 确定 性 , 而 且 也 没有 理由 为 实验 精度 的 提高 设置 一 个 上 
限 ,所 以 我 们 只 考虑 一 种 理想 化 的 无限 精确 的 物理 实验 。 

定义 1-2: 理 想 化 的 物理 实验 是 具有 可 操作 性 , 可 重复 性 和 结果 

理想 化 物理 实验 的 结果 是 一 个 实数 , 这 样 的 理想 化 使 我 们 能 够 
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顺利 地 应 用 现 有 的 数学 工具 解决 问题 ,尽管 V - 1 是 不 可 测量 的 , 这 
并 不 排除 我 们 使 用 复数 域 来 构造 数学 模型 , 因为 一 个 复 物理 量 的 实 
部 和 虚 部 可 以 分 别 测量 。 但 是 在 本 书 中 我 们 主要 讨论 用 实数 域 构造 
的 模型 。 

定义 1-3: 物 理 量 是 实验 值 在 空间 中 的 分 布 ,是 坐标 的 函数 。 

定义 1-4: 物 理 定律 是 物理 量 之 间 必 须 满足 的 函数 关系 。 

物理 定律 一 般 地 可 以 是 常 微分 方程 或 偏 微分 方程 , 这 些微 分 方 
程 可 以 是 任意 阶 的 , 齐 次 或 非 齐 次 的 , 线性 或 非 线 性 的 。 

物理 实验 只 有 在 欧 氏 空间 中 说 明了 适当 的 坐标 以 后 才能 做 , 物 
理 定 律 也 只 有 在 欧 氏 空间 中 才能 解析 表达 , 因此 实验 测 出 的 物理 量 
是 实验 值 在 欧 氏 空间 中 的 分 布 。 但 是 ,如 我 们 在 微分 几何 学 和 物理 学 
里 所 熟知 的 ,我 们 只 能 假设 空间 是 局 部 欧 的 。 一 个 观测 者 所 做 的 实验 
只 能 准确 说 明 他 周围 一 个 开 域 内 发 生 的 物理 事件 , 他 不 可 能 对 整个 
空间 发 生 的 物理 事件 作出 准确 的 说 明 ,因为 任何 关于 遥远 空间 的 观 
测 都 可 能 是 失真 的 。 例 如 ,遥远 星系 发 出 的 光线 在 到 达 我 们 的 眼睛 之 
前 可 能 已 经 多 次 被 弯曲 了 。 于 是 ,物理 事件 赖 以 发 生 的 构 型 空间 是 一 
个 局 部 欧 的 流 形 M, 关 于 物理 量 和 物理 定律 的 定义 1-3、1-4 只 是 局 
部 的 ,一 般 地 说 ,物理量 在 局 部 欧 氏 空间 上 的 限制 是 定义 在 欧 氏 空间 
的 开 域 上 的 局 部 函数 ;物理 定律 在 局 部 欧 氏 空间 上 的 限制 是 定义 在 
欧 氏 空间 的 开 域 上 的 局 部 微分 方程 .如 果 两 个 开 域 的 交集 非 空 , 则 两 
个 开 域 由 一 个 同 胚 映射 x 连接 。 

按照 定义 1-2, 物理 量 在 任何 一 点 的 值 是 唯一 确定 的 , 所 以 我 们 
提出 : 

唯一 性 公理 1-5: 物 理 量 在 流 形 上 任何 一 点 的 值 是 唯一 的 。 

如果 デア} 和 | | 分 别 是 开 域 U 和 VV 上 的 局 部 坐标 (图 1-1), 物 
理 量 a 在 U 和 V 上 的 限制 分 别 是 

are 和 av(y yi) (1-1) 

则 在 点 x € UPnV 上 必 有 ， 
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Cr = @v (1-2) 
其 中 uw:ly = u(r ,rx ,| (1-3) 
对 于 物理 定律 也 有 类 似 的 结论 , 若 某 个 物理 定律 f 在 局 部 开 域 
U 上 表示 为 

fulav, Bu, Yu,) = 0 (1-4) 
其 中 a, 8, y, … 是 流 形 上 的 物理 量 。 按 定义 f 只 是 物理 量 的 函数 , 因 

此 f 也 是 物理 量 ,我 们 有 

ufu(au, By 7 の) = fy(ua, uB, uy,…) 

= fv(av, By, Yy,*…) (1-5) 


图 1-1 


可 观测 性 公理 1-6: 流 形 上 的 物理 量 和 物理 定律 满足 1-2 和 
和 

如 果 1-2 和 1-5 两 端的 U 和 V 是 同一 个 开 域 , 则 对 应 的 。 是 恒 
等 映射 , 我 们 可 以 推论 同一 个 开 域 上 任何 一 点 上 的 物理 量 和 物理 定 
律 是 唯一 确定 的 , 这 与 定义 1-2 和 公理 1-5 是 一 致 的 。 

我 们 称 满足 可 观测 性 公理 的 物理 量 为 整体 可 观测 的 , 即 , 流 形 上 
的 一 个 观测 者 从 他 所 在 的 位 置 可 以 通过 同 胚 映 射 间接 观测 物理 量 在 
其 他 任何 一 个 开 域 上 的 性 质 和 行为 , 虽然 这 种 观测 可 能 是 失真 的 。 我 
们 还 可 以 进一步 拓展 整体 可 观测 性 的 定义 :如 果 在 流 形 M 和 N 之 间 
人 存在 光滑 映射 F:M -~ N, 就 说 M 是 可 以 在 N 上 观测 的 。 值 得 注意 
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的 是 , 整体 可 观测 性 是 基于 物理 量 的 唯一 性 和 开 域 之 间 的 光滑 映射 ， 
因此 可 以 说 ,不 具有 唯一 性 的 量 是 不 可 观测 的 。 这 一 点 很 容易 理解 ， 
因为 物理 实验 只 能 产生 唯一 确定 的 结果 , 如 果实 验 测 得 两 个 以 上 的 
结果 , 就 破坏 了 物理 量 的 唯一 性 ,事实 上 , 双 值 或 多 值 的 被 测量 将 使 
实验 设备 无 所 适 从 ,无 法 工作 。 此 外 ,不 存在 光滑 映射 也 意味 着 不 可 
观测 ,这 一 点 也 是 容易 理解 的 , 如 果 在 图 1-1 的 开 域 U 和 V 之 间 不 在 
在 光滑 映射 ,那么 我 们 甚至 没有 办 法 在 U 和 V 的 重合 区 域 上 定义 物 
理 量 的 唯一 性 。 

观测 者 总 是 处 于 运动 中 。 换 言 之 , 在 观测 的 同时 , 观测 者 的 时 空 
位 置 会 发 生变 化 , 任何 观测 都 不 可 能 在 某 一 个 时 空 点 上 瞬间 完成 。 如 
来 局 部 物理 量 和 物理 定律 与 观测 者 的 时 空位 置 有 关 , 观测 不 会 产生 
任何 结果 。 因 为 在 这 种 情况 下 , 虽然 物理 量 和 物理 定律 满足 唯一 性 ， 
可 是 由 于 观测 者 的 运动 , 导致 被 测量 的 对 象 不 断 变化 , 对 于 实验 设备 
来 说 就 如 同 被 测 对 象 不 满足 唯一 性 公理 一 样 。 所 以 我 们 提出 ; 

第 一 协 变 公理 1-7: 流 形 上 的 局 部 物理 量 和 局 部 物理 定律 处 处 
相同 。 

这 个 公理 的 意思 是 :不 管 观测 者 在 流 形 上 处 于 什么 位 置 , 他 所 观 
测 到 的 局 部 物理 量 和 物理 定律 总 是 完全 相同 的 。 由 于 观测 者 总 是 处 
在 运动 中 , 一 个 局 部 观测 者 在 做 实验 时 , 其 实 是 对 流 形 的 一 个 点 列 上 
的 局 部 物理 量 和 物理 定律 做 连续 观测 , 他 的 观测 之 所 以 产生 结果 就 
是 因为 物理 量 和 物理 定律 在 这 个 点 列 中 的 任何 一 点 的 一 个 开 域 上 是 
完全 相同 的 , 这样, 实验 设备 才能 在 一 个 有 限 的 测量 时 间 段 中 给 出 一 
个 确定 的 结果 。 例 如 , 观测 自由 落体 运动 时 , 观测 者 本 身 是 随 着 地 球 、 
太阳 系 和 银河 系 运动 的 , 我 们 发 现 自由 落体 定律 及 实验 测量 的 数据 
与 地 球 , 太 阳 系 以 至 银河 系 的 运动 无 关 。 我 们 称 满 足 第 一 协 变 公理 的 
物理 量 为 局 部 可 观测 的 。 这 个 公理 还 意味 着 , 如 果 一 个 物理 定律 的 预 
测 在 流 形 的 某 一 点 上 会 实现 , 则 该 预测 在 流 形 的 任 一 点 上 将 会 百 分 
之 百 地 实现 如 果 一 个 定律 的 预测 只 有 百 分 之 九 十 九 的 可 能 实现 , 那 
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么 它 不 是 物理 定律 虽然 这 种 定律 可 能 同样 是 非常 有 趣 的 ,但 是 本 书 
不 打算 研究 。 

第 二 协 变 公 理 1-8: 流 形 上 的 局 部 物理 量 和 局 部 物理 定律 分 别 
満足 1-2 和 1-5。 

满足 第 二 协 变 公理 的 流 形 可 以 满足 物理 量 和 物理 定律 的 唯一 性 
公理 ,因此 可 以 是 整体 可 观测 的 。 但 是 流 形 上 的 物理 量 和 物理 定律 是 
局 部 不 可 观测 的 , 因为 随 着 观测 者 的 运动 , 局 部 物理 量 和 物理 定律 是 
变化 的 。 这 样 的 流 形 不 是 我 们 的 主要 讨论 对 象 。 

在 本 书 的 叙述 中 我 们 将 沿用 这 样 的 记 法 , 即 : 用 |x,v,w,… 表 
示 元 素 为 xu、z 等 的 一 个 集合 ;用 1X, | 表示 六 ,有 = 1,2,…,m 张 
成 的 一 个 空间 ;用 [wu. ] 表示 uw. 对 应 的 和 矩阵 ;用 [a ] 表示 以 a* 为 元 
素 的 一 个 和 矩阵。 


第 二 章 微分 流 形 


我 介 首 先 研究 一 下 可逆 的 m 维 局 部 坐标 变换 , 也 就 是 同 胚 映 
射 。 信 gl 一 コア し 6 ダー 21 和 wl 一 まだ し 其 中 


y = u(r ,rT ,I") 
z = v'(y, ?， ゥ ツア”) 
tf = wz ,2 ,.…,z”) Es (2-1) 


我 们 可 以 把 所 有 m 内 同 是 映射 构成 的 集合 记 为 Di = {u,v, w, 
… 小 , 定义 任意 两 个 连续 的 同 胚 映射 


wu:lr | iy|— iz| (2-2) ・ 
为 Diff 上 的 乗法 。 わ が 的 元 素 作为 同 胚 映射 还 具有 性 质 : 
1 . (uv)w = ul ww) ， (2-3) 
2. 对 任何 w € Diff, 存 在 w' € Diff, 使 
& uu=uu =e (2-4) 
3. 这 里 。E Diff 是 恒 等 变换 ,e 满足 
eu = ue = gz (2-5) 


4. 由 于 Diff 是 所 有 m 维 同 眶 映射 构成 的 集合 , 如果 v:j 必 | 一 
iy | 和 ww: | 六 1 一 1z1 是 Diff 的 元 素 , 则 
us=w girl 一 gl (2-6) 
也 是 Diff 的 元素 。 
投 照 定 又 Di77 是 群 。 如 果 任 何 z € Diff 还 是 可 微 的 , 由 链 式 


法則 , 任 何と Di 的 Jacobi 矩 阵 -2 E T(Diff) 也 满足 上 述 性 质 


1 至 4, 因 此 Diff 所 有 的 Jacobi 和 矩阵 构成 群 T( Diff), T(Diff) 上 的 
乘法 就 是 矩阵 乘法 。 如 果 任 何 w と Diff 是 解析 的 , 则 Diff 和 
T(Diff) 是 Lie 群 。 
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除了 群 Diff 以外 , 在 局 部 欧 氏 空间 上 还 有 加 法 群 Disp, Disp 是 
Lie 群 。 更 一 般 地 还 有 群 G = Diff Q Disp, 在 第 六 章 中 我 们 将 生成 
定义 2-1:E:|w = 0,j = 1,2,3,…| 是 所 有 微分 方程 构成 的 集 
合 ( 包 括 0 阶 微分 方程 ,也 就 是 代数 方程 ), 正 的 一 个 元 素 风 = 0 简 记 
为 少 E EE,E 的 元 素 允 许 重复 。 
定义 2-2: 设 $$ 是 FE 的 一 个 子 集 , 如 果 = 0( 风 E $CCE) 都 是 
线性 方程 ,就 说 $ 是 线性 的 , 否则 就 说 # 是 非 线 性 的 ;如 果 思 = 0 都 
是 齐 次 方程 ,就 说 $ 是 齐 次 的 , 否则 就 说 $ 是 非 齐 次 的 。 
定义 2-3: 如 果 五 的 子 集 % 中 所 有 元 素 都 是 含 2 个 自 变 量 的 微分 
方程 ,就 说 上 是 ” 维 的 。 
定义 2-4: 设 $ 是 EE 的 一 个 子 集 ,如 果 #$ 的 元 素 最 高 涉及 阶 导 . 
数 ,就 说 $ 是 r 阶 的 ;如 果 $ 的 元 素 最 多 可 以 积分 +r - ヵ 次 ( ぁ < ァ ), 
就 说 $ 是 p 阶 可 积 的 ;如 果 p = 0, 就 说 #$ 是 可 积 的 。 
定义 2-5: 给 定 算 子 O, 如果 , 
00=0 (2-7) 
就 说 O 是 齐 次 的 ;如 果 
O(aw + 57) = aOw + 607 6 ム 、 の に 
就 说 O 是 线性 的 ;如 果 O 只 与 它 所 作用 的 开 域 上 的 局 部 坐标 有 关 ， 
就 说 O 是 局 部 算 子 ;如 果 O~' 存在 ,就 说 O 是 可 逆 的 。 
定义 2-6: 巨 的 两 个 元 素 7 = 0 和 几 = 0 是 等 价 的 , 当 且 仅 当 唯一 
存在 一 个 可 逆 的 齐 次 算 子 O 使 得 
On=y=0 (2-8) 
命题 2-7: 等 价 关 系 具有 对 称 性 , 自 反 性 和 传递 性 。 
证 明 : 由 于 O 是 可 六 的 ,从 2-8 可 以 得 到 
7=O0 "y= Oy%=0 (2-9) 
这 就 证 明了 对 称 性 。 令 O, 为 恒 等 算 子 , 则 
O.7=7=0 (2-10) 


8 布尔 伯 符 第 六 问题 引 论 


这 就 证 明了 自 反 性 。 设 

Oi ヵ カ = ゅ =0 (2-11) 

Oj が = (2-12) 
则 有 

C= Oy = O,0;7 = O7 (2-13) 
这 说 明 传递 性 成 立 。 证 完 。 


按照 定义 ,一 个 偏 微 分 方程 和 一 个 常 微分 方程 可 以 是 等 价 的 ,不 
同 阶 的 微分 方程 可 以 是 等 价 的 , 线性 微分 方程 和 非 线 性 微分 方程 也 
可 以 是 等 价 的 。 如 果 两 个 微分 方程 都 是 可 积 的 , 等 价 就 意味 着 它们 的 
积分 相同 。E 可 以 按照 是 否 等 价 划分 为 不 同 的 等 价 类 。 

定义 2-8: 设 G 是 一 个 群 ,E 的 两 个 元 素 几 =0 和 内 = 0 之 间 如 
果 有 

up = # «EG (2-14) 

別称 の 和 ず 是 G 连通 的 。 

命题 2-9: G 连通 具有 对 称 性 , 自 反 性 和 传递 性 。 

正明 : 任 何 群 元 都 是 可逆 的 , 从 2-14 可 以 得 到 


=u の が =? が wvEG (2-15) 

这 说 明 G 连通 是 对 称 的 。 设 e 是 G 的 单位 元 
=# と CC (2-16) 

这 说 明 G 连通 是 自 反 的 。 令 

g が = xzEG (2-17) 

w=# vEG (2-18) 
则 P= = v= wi wEG (2-19) 
这 就 证 明了 传递 性 ,证 完 。 


给 定 不 同 的 群 G, 可 以 把 E 划分 为 不 同 的 G 连通 子 集 ,任意 给 
定 G 连通 子 集中 的 一 个 元 素 , 则 其 余 的 元 素 都 可 以 通过 G 的 群 元 变 
换 得 到 。 

E 的 G 连通 子 集 #$ CE 中 的 每 一 个 微分 方程 有 相同 的 维 数 和 阶 


数 以 及 可 积 性 , 而 且 要 么 都 是 偏 微分 方程 , 要么 都 是 常 微分 方程 ;要 
么 都 是 齐 次 的 ,要 么 都 是 非 齐 次 的 ;要 么 都 是 线性 的 ,要么 都 是 非 线 
性 的 。 这 是 因为 坐标 变换 不 可 能 改变 上 述 这 些 性 质 , 如果 上 $ 的 一 个 元 
率 具 有 上 述 某 个 性 质 , 则 从 G 的 群 元 定义 的 坐标 变换 所 得 到 的 # 的 
任何 其 他 元 素 都 将 具有 相同 的 性 质 。 

上 述 群 G 和 局 部 微分 方程 的 集合 五 构成 了 微分 流 形 的 基本 要 
系 , 我 们 可 以 据 此 赋 子 微分 流 形 一 个 全 新 的 ,符合 可 观测 性 公理 的 定 
Na 

定义 2-10: 微 分 流 形 M" 是 一 组 一 一 对 应 的 偶 对 j(xw ,多 )，) = 
1.2 iu と C, め で 表示 妨 M":(G,$), 也 可 以 简单 表示 为 
AT。 


U, U, U; 


Ww] tt2 U's es ee 
の.# 


这 里 乡 = | あめ | = 1 2,… 是 五 的 一 个 * 维 子 集 , G 可 以 是 
Diff 、Disp 或 Diff ② Disp 或 其 子 群 , m 是 G 的 维 数 , 称 G 为 M” 的 
结构 群 。$ 中 每 一 个 局 部 微分 方程 风 = 0 定义 在 欧 氏 空 间 的 一 个 开 
域 U,( U, SR") 上 ,而 每 一 个 开 域 及 其 上 的 局 部 微分 方程 又 对 应 G 
的 一 个 唯一 的 元 素 u,。$ 的 维 数 一 般 不 必 等 于 G 的 维 数 m。 我 们 称 
子 集 $8 的 阶 数 r 为 流 形 的 阶 数 ;如 果 #$ 是 p 阶 可 积 的 ,就 说 M 是 p 阶 
可 积 的 ;如 果 p = 0, 我们 说 M 是 可 积 的 。 本 书 主要 研究 可 积 的 流 形 ， 
可 积 流 形 上 所 有 局 部 微分 方程 的 解 存在 且 唯 一 。 

定义 2-11: 如 果 流 形 M(G,,$) 和 N(G。, ゅ ) 的 结构 群 同 构 ,就 
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说 M 和 同 构 。 

如 果 结 构 群 G, 和 G, 是 Lie 群 ,所 谓 同 构 指 的 是 G, 和 G, 有 相 
同 的 Lie 代数 , 也 就 是 有 相同 的 结构 常数 。 

定义 2-12: 设 M:(G,$) 是 m 维 流 形 , 即 G 的 维 数 是 m。, 若 G 是 
单 连通 的 ,就 说 M 是 单 连通 的 ; 若 G 是 紧 致 的 , 就 说 M 是 紧 致 的 ; 若 
G 为 单纯 Lie 群 , 旭 M 为 单纯 流 形 ; 若 G 为 半 单 纯 Lie 群 , 则 M 为 半 
单纯 流 形 ; 若 五 是 G 的 非 平庸 子 群 , y 是 #$ 的 与 戸 对 应 的 子 集 , 则 称 
N:( 昌 ,yy) 是 M:(G,$) 的 一 个 子 流 形 ; 若 日 为 G 的 非 平庸 不 变 子 
群 , 则 N:( 互 ,0%) 为 M:(G,g) 的 不 变 子 流 形 ; 若 互 为 G 的 一 个 有 限 
不 变 子 群 , 则 称 N 为 晶体 。 

理论 上 ,一 个 > 阶 流 形 M 上 的 函数 至 少 应 该 是 Cr 的 ,因为 M 上 
的 微分 方程 最 高 涉及 : 阶 导数 。 设 在 开 域 U 上 有 


g% = 0， $yES (2-20) 
在 开 域 V 上 有 ， 

$, = 0, p, ES (2-21) 
为 了 使 

uP,, = $2, u EG (2-22) 


成 立 , 显然 也 必须 至 少 是 C' 的 ,这样 G 一 般 是 C" 连续 群 。 我 们 称 
之 为 流 形 的 微分 方程 与 结构 群 相 容 , 相 容 性 使 得 C" 作为 一 个 流 形 性 
质 在 每 一 个 开 域 上 成 立 ,在 后 面 的 章节 中 我 们 将 从 流 形 的 局 部 微分 
方程 直接 生成 流 形 的 结构 群 , 届时 将 看 到 二 者 的 相 容 性 自然 而 然 成 
立 。 在 以下 的 叙述 中 , 我 们 称 与 结构 群 有 关 的 流 形 性 质 为 几何 性 质 ， 
与 微分 方程 有 关 的 流 形 性 质 为 物理 性 质 , 与 不 同 流 形 之 间 的 映射 有 
关 的 流 形 性 质 为 拓扑 性 质 。 

按照 广义 函数 理论 , 只 要 满足 一 些 宽松 的 条 件 , 任何 物理 量 的 分 
量 沙 数 可 以 向 一 个 检测 函数 空间 投影 , 于 是 对 物理 量 的 微分 运算 就 
被 转移 到 检测 函数 空间 上 ”一 个 r 阶 流 形 M 上 的 物理 量 至 少 是 C 
的 ,如 果 张 成 检测 函数 空间 的 函数 基底 是 ご 的 ,& と [r, oo), 那么 
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AM 上 的 ご 物理 量 之 j 二) 可 以 向 这 组 函数 基底 投影 ,因为 这 样 
得 到 的 任何 展开 式 都 至 少 可 以 微分 』 次。 如 果 张 成 检测 函数 空间 的 
郴 数 基底 是 C” 的 ,那么 M 上 的 任何 物理 量 都 可 以 向 这 组 C” 的 顶 
数 基底 投影 。 常 见 的 情形 是 我 们 并 不 知道 M 的 阶 数 , 但 是 可 以 肯定 
AM 上 的 物理 量 一 定 可 以 向 C” 的 检测 函数 空间 投影 。 当 然 这 有 一 个 
前 提 : 物 理 量 分 量 向 检测 函数 空间 投影 得 到 的 级 数 展开 是 一 致 收敛 
的 ,在 以 后 的 讨论 中 我 们 将 看 到 , 对 于 紧 致 可 定向 流 形 这 是 不 成 问题 
的 。 在 第 六 章 中 我 们 还 将 看 到 C 的 检测 函数 空间 生成 C 的 G,C” 
的 检测 函数 空间 生成 C” 的 G,C” 的 G 就 是 Lie 群 ,必须 指出 ,除非 
我 们 能 够 证 明 流 形 是 C” 的 , 否则 C” 的 物理 量 和 C” 的 结构 群 仅 仅 
是 C' 流 形 的 全 部 解 的 一 个 组 成 部 分 。 另 一 方面 , C” 的 物理 量 和 C” 
的 结构 群 必 然 是 C" 流 形 的 全 部 解 的 一 个 组 成 部 分 , 因此 我 们 总 是 可 
以 首先 考虑 求解 流 形 的 这 一 部 分 。 实 际 上 , 这 也 是 最 重要 的 , 最 令 我 
们 感性 趣 的 部 分 。 

根据 群 论 中 的 重 排 定 理 , 用 G 的 一 條 固定 元素 。 E G 遍 乘 G 的 
所 有 元 素 ,得 到 的 是 同一 个 群 G。 但 是 这 个 操作 会 改变 群 元 与 流 形 
上 的 开 域 之 间 的 对 应 关系 , 特别 是 改变 了 G 的 单位 元 e 所 对 应 的 开 
域 。 我 们 称 这 样 的 操作 为 流 形 上 的 一 个 运动 或 移动 , 若 a 从 左 方 作用 
于 C, 就 称 之 为 左 移动 , 若 a 从 右 方 作用 于 G, 就 称 之 为 右 移 动 。 

流 形 上 有 一 个 开 域 U 具 有 特殊 的 重要 性 , 在 U 上 作用 着 G 的 单 
位 元 e, 我们 称 开 域 U 为 单位 元 开 域 。 设 |zxt| 是 U 上 的 局 部 坐标 系 ， 
0 是 这 个 坐标 系 的 圆 点 。 在 物理 上 , 。 点 对 应 着 观测 者 在 M 上 所 处 的 
位 置 ,在 对 M 上 任意 一 点 p 的 开 域 上 的 物理 定律 进行 观测 实验 的 时 
候 , 我 们 总 可 以 找到 一 个 a € G,a 的 左 移动 或 右 移动 使 得 p 点 开 域 
成 为 单位 元 开 域 , 或 者 说 a 把 观测 者 移动 到 点 p。 这 样 一 来 , 对流 形 
任何 开 域 上 局 部 物理 定律 的 观测 都 成 为 对 单位 元 开 域 上 局 部 物理 定 
律 的 观测 。 显然 , 局 部 算 子 和 张 量 运算 不 改变 观测 者 在 流 形 上 的 位 
置 , 只 有 G 的 一 个 左 移动 或 右 移动 能 改变 观测 者 在 流 形 上 的 位 置 。 
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定义 2-13: 设 观测 者 所 在 的 单位 元 开 域 为 U C R" ,我 们 把 U 
拓展 到 尺 " , 称 这 个 m 维 欧 氏 空间 为 观测 空间 , 记 为 P" 。 

设 :1U1 是 流 形 上 所 有 开 域 的 集合 , x: | zx, 上 是 一 个 从 属于 > 
的 単位 分 解 。 用 G 把 所 有 的 开 域 映射 到 已 " ,再 用 单位 分 解 拼 接 起 来 ， 
得 到 的 像 集 就 是 微分 几何 中 定义 微分 流 形 时 使 用 的 拓扑 点 集 X, 我 
们 用 u(M) 来 表示 


u(M) = nu,(U,) (2-23) 
或 u(M) = Uu, (U,) (2-24) 


如 果 wu(M) 覆盖 整个 P" ,就 说 M 是 道路 连通 的 ,如 果 u(M) 不 
能 覆盖 整个 P" ,就 说 M 是 有 洞 的 ,u(M) 就 是 观测 者 在 U 上 看 到 的 
M 的 几何 形状 , 一般 地 , x(M) 己 P" 。 如 果 我 们 在 每 一 个 开 域 大 上 
定义 一 些 直线 或 平面 , 然后 用 。 と G 把 这 些 直 线 或 平面 映射 到 P" 
上 去 ,就 可 以 间接 研究 流 形 的 几何 性 质 。 
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任 给 ,wu と G, め ,」 ず と すめ, あめ 和 め 分別 定 叉 在 ひ , 和 U 上 。 令 
uw(U,),wu(U)CPp" 是 U 和 U 在 P" 上 的 像 , 如果 (U,) 门 
xi CU ) 关 9, 则 一 般 地 不 存在 一 个 v€ G 使 得 在 u(U,) mn u(U,) 
业 

og の = wp (2-25) 
成 立 , 因 此 不 满足 物理 量 的 可 观测 性 .显然 ,用 随便 选取 的 一 个 子 集 
$C 性 E 定 义 的 流 形 没 有 太 大 的 物理 意义 ,按照 第 一 协 变 公理 , 一 个 物 
理 上 有 意义 的 流 形 在 任何 开 域 上 的 局 部 物理 定律 是 相同 的 , 如果 在 
所 有 开 域 上 定义 相同 的 几何 坐标 , 任何 群 元 w と G 对 应 相同 的 局 部 
微分 方 程 , 只 是 每 个 群 元 对 应 的 开 域 不 同 。 

定义 2-14: 満 足 第 一 坊 変 公理 的 流 形 是 物理 流 形 ( 困 2-3)。 


U, LU: U; 


の a 


Uj U2 が 3 に 


图 2-3 


显然 ,物理 流 形 上 的 物理 量 和 物理 定律 无 论 整 体 还 是 局 部 都 是 
可 观测 的 , 物理 流 形 上 的 物理 量 (或 物理 定律 ) 在 观测 空间 中 的 像 是 
由 单位 元 开 域 上 的 局 部 物理 量 (或 物理 定律 ) 和 结构 群生 成 的 , 或 者 
说 观测 者 在 观测 空间 中 看 到 的 整体 物理 定律 是 由 的 一 个 G 连通 
于 集 拼接 而 成 的 , 因此 我 们 只 须 在 单位 元 开 域 上 研究 局 部 物理 定律 
就 可 以 了 。 由 于 左 移 动 和 右 移动 改变 观测 者 的 位 置 , 在 物理 流 形 上 ， 
无 论 观测 者 怎样 运动 , 他 所 看 到 的 局 部 物理 量 和 物理 定律 是 一 样 的 ， 
这 意味 着 观测 者 无 法 在 单位 元 开 域 上 用 实验 确定 自身 的 位 置 变化 ， 
这 是 我 们 熟知 的 物理 事实 。 以 下 在 不 会 发 生 误会 时 把 物理 流 形 简称 
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为 流 形 , 把 整体 可 观测 性 和 局 部 可 观测 性 都 简称 为 可 观测 性 。 
命题 2-15: 常 数 是 任何 流 形 上 的 物理 量 。 
u ECG 是 坐标 变换 ,因此 有 
uC = C ceG CER (2-26) 
上 式 说 明 常数 在 任何 流 形 上 是 可 观测 的 , 所 以 常数 是 任何 流 形 
上 的 物理 量 ,我们 称 之 为 不 变量 ,寻找 流 形 上 特有 的 不 变量 是 我 们 的 
首要 目标 ,因为 每 一 个 不 变量 都 将 对 应 一 个 M 上 的 守 伍 定律 。 


设 局 部 微分 方程 
几 =0 (2-27) 
的 积分 为 
w(t = (2-28) 


这 里 的 常数 ” 就 是 在 求解 微分 方程 的 时 候 积分 得 到 的 积分 常数 。 根 
据 第 一 协 变 公 理 , 流 形 所 有 开 域 上 的 局 部 物理 定律 是 一 样 的 , 我 们 可 
以 把 2-27 和 2-28 统一 写 为 
の =0 (2-29) 
和 W =C (2-30) 
称 2-30 中 的 W 为 局 部 流 形 函数 , 若 C 三 0 或 ,就 说 流 形 是 奇异 
的 。 如 果 不 特 别 指出 , 我 们 假定 所 讨论 的 流 形 都 是 非 奇 异 的 。 必 须 强 
调 的 是 : 流 形 上 的 流 形 函 数 与 0 形式 是 完全 不 同 的 概念 , 在 不 可 积 流 
形 上 没有 流 形 函 数 ,但 是 有 0 形式 。 
设 :1U,| 是 流 形 上 所 有 开 域 的 集合 , r: | ぇ | 是 一 个 从 属于 > 
的 単位 分 解 。 如 果 用 x と G 把 所 有 开 域 上 的 流 形 函 数 映射 到 观测 空 
间 , 则 W 以 x 为 权 的 加 和 就 拼接 成 一 个 处 于 o 点 的 观测 者 所 看 到 的 
流 形 
L= Onu(W)=C (2-31) 


2-31 式 中 的 工 是 定义 在 P” 中 的 函数 , 称 工 为 整体 流 形 函 数 .如 
采 我 们 用 G 把 物理 量 @ 在 所 有 开 域 上 的 限制 映射 到 p”", 并 且 用 单位 
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分 解 拼接 起 来 ,得 到 的 像 集 B(u(M)) 就 是 一 个 观测 者 在 观测 空间 
上 看 到 的 大 范围 内 の 的 物理 场 。 对 物理 量 和 物理 定律 作 整 体 观测 一 
定 是 在 P” 上 进行 的 。 当 一 个 观测 者 运动 以 后 , 他 所 看 到 的 物理 对 象 
会 发 生变 化 , 例如 , 在 地 球 上 看 到 的 太阳 和 在 冥王 星 上 看 到 的 太阳 显 
然 是 不 一 样 的 ,这 并 不 是 由 于 局 部 物理 量 不 同 所 造成 的 , 而 是 由 于 相 
同 的 局 部 物理 量 以 不 同 的 顺序 拼接 造成 的 。 值 得 一 提 的 是 ,尽管 开 域 
和 单位 分 解 扮演 了 重要 角色 , 可 是 我 们 并 没有 把 它们 当 作 构成 微分 
流 形 的 基本 要 素 , 这 是 因为 同一 个 流 形 可 以 有 不 止 一 种 开 覆 盖 和 单 
位 分 解 , 而 且 流 形 上 每 一 次 左 移动 或 右 移动 以 后 都 要 重新 定义 单位 
分 解 ,它们 不 是 流 形 最 本 质 的 东西 。 

给 微分 流 形 一 个 全 新 的 定义 很 可 能 是 得 不 偿 失 的 , 因为 这 需要 
重新 证 明 一 大 批 定 理 来 支撑 新 的 流 形 理论 , 这 是 数学 家 才能 承担 的 
工作 。 幸 好 我 们 关于 流 形 的 新 定义 与 旧 定 义 并 无 本 质 区 别 , 现在 我 们 
来 比较 一 下 新 旧 两 个 定义 :首先 , 二 者 都 认为 流 形 是 局 部 欧 氏 的 , 不 
同 的 是 在 旧 定义 ”， 中 我 们 先 有 一 个 点 集 X 和 覆盖 X 的 一 组 开 
集 , 然后 通过 微分 同 胚 映 射 得 到 欧 氏 空间 中 的 开 域 。 而 在 新 定义 中 我 
们 以 局 部 欧 氏 空间 中 的 开 域 为 出 发 点 , 通过 结构 群 G 映射 得 到 P" 
上 的 点 集 u( M)。 既 然 G 总 是 可 逆 的 , 这 两 种 定义 方法 就 是 等 价 的 ; 
其 次 , 旧 定 义 从 几何 点 集 出 发 , 强调 的 是 流 形 的 几何 特性 。 新 定义 从 
开 域 上 的 局 部 微分 方程 出 发 , 强调 的 是 流 形 的 物理 特性 。 相 比 之 下 ， 
新 定义 显得 自然 地 多 , 因为 点 集 x(M) 作为 欧 氏 空间 的 微分 同 胚 映 
射 的 像 显 然 具 有 第 二 可 数 的 , Hausdorff 的 和 局 部 紧 的 性 质 , 而 且 相 
容 映 射 vE G 的 可 微 性 取决 于 局 部 微分 方程 的 阶 数 ,这 在 逻辑 上 也 
是 顺理成章 的 ;此 外 , 旧 定 义 要 单独 为 流 形 定 义 联络 结构 和 度量 结 
构 “ ,而 在 新 定义 中 ,我 们 将 从 局 部 微分 方程 和 Lie 代数 生成 结构 
群 ,再 从 结构 群 导出 联络 和 度量 , 所 以 二 者 在 结构 上 并 无 区 别 ;与 旧 
定义 相 比 , 新 定义 中 的 局 部 开 域 以 及 开 域 上 的 局 部 坐标 就 构成 一 张 
图 ,所 有 图 的 集合 就 是 图 册 。 可 见 ,二 者 在 本 质 上 是 相同 的 , 我们 仍然 
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可 以 直接 引用 微分 几何 中 的 所 有 定理 。 新 旧 定 义 的 区 别 仅仅 是 技术 
性 的 :新 定义 从 局 部 欧 氏 空间 中 的 开 域 出 发 ,因此 U, 代表 R” 上 的 开 
域 ,xz(U) weEG 代 表 x(M) 上 的 开 集 ;而 旧 定 义 从 X 上 的 开 集 出 
发 ,因此 U 代表 X 上 的 开 集 ,%(U ) 代表 R” 上 的 开 域 ,这 一 点 需要 
在 阅读 文献 的 时 候 注意 。 

前 面 我 们 已 经 提 到 M 上 的 一 个 左 移动 使 得 G 的 群 元 与 开 域 之 
间 的 对 应 关系 改变 , 但 是 对 于 满足 第 一 协 变 公理 的 物理 流 形 , 由 于 每 
一 个 开 域 上 的 局 部 物理 量 和 微分 方程 是 一 样 的 , 左 移动 前 后 G 的 群 
元 也 是 一 样 的 ,对 应 关系 的 改变 并 不 产生 任何 差异 。 我 们 可 以 对 右 移 
动作 类 似 的 讨论 , 因此 有 

命题 2- 16 : 流 形 上 的 物理 量 和 物理 定律 是 运动 不 变 的 。 

既然 物理 量 与 开 域 的 局 部 对 应 关系 在 移动 前 后 是 一 样 的 , 如 果 
两 个 物理 量 仅 相 差 一 个 左 移动 或 右 移 动 , 我 们 就 认为 二 者 是 同一 个 
物理 量 。 

尽管 在 移动 前 后 群 元 与 局 部 物理 量 和 物理 定律 的 对 应 关系 不 
変 , 群 元 与 开 域 的 对 应 关系 改变 了 ,因为 每 一 个 开 域 的 大 小 和 形状 可 
以 是 不 一 样 的 ,这 些 改变 了 对 应 顺序 的 开 域 会 在 P” 上 拼接 出 不 同 
的 像 , 导致 我 们 在 地 球 上 和 在 冥王 星 上 看 到 的 太阳 不 相同 。 但 是 这 些 
并 不 会 影响 我 们 的 结论 , 因为 开 域 的 拼接 用 到 单位 分 解 , 而 单位 分 解 
不 是 流 形 定 义 的 要 素 之 一 此 外 , 在 第 九 章 我 们 还 将 看 到 , 流 形 上 的 
运动 不 改变 物理 量 的 积分 ,这 也 说 明 运动 前 后 得 到 同一 个 物理 量 。 

定义 2-17: 不 变 算 子 O 是 作用 在 物理 量 上 的 局部 可逆 算 子 ,O 
把 流 形 的 任何 开 域 上 的 局 部 物理 定律 映射 为 相同 开 域 上 等 价 的 物理 
定律 , 把 局 部 物理 量 映射 为 相同 开 域 上 的 局 部 物理 量 。 

物理 量 在 开 域 上 的 限制 是 局 部 函数 , 只 有 当 O 是 局 部 算 子 时 ， 
O 作用 于 一 个 局 部 函数 才 得 到 另 一 个 局 部 函数 ,所 以 O 只 与 我 们 所 
讨论 的 开 域 上 的 局 部 坐标 有 关 , 而 与 其 余 开 域 上 的 坐标 无 关 。 显然， 
线性 不 变 算 子 作用 在 线性 物理 量 上 仍然 得 到 线性 物理 量 。 
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命題 2-18: 算 子 O 是 不変 算 子 的 充 要 条件 是 O 満足 , 
[4z,O] =0 gz と G (2-32) 
证 明 : 设 如 是 物理 量 $ 在 单位 元 开 域 U 上 的 限制 ,我 们 得 到 O8 
在 U 上 的 限制 为 O#,。 由 于 #$ 和 0O4# 都 是 物理 量 ,还 可 以 先 用 z 把 加 
映射 到 任意 开 域 V ,在 V 上 用 局 部 算 子 O 作用 之 ,再 用 w“ 映射 回 
U, 因 此 O08 在 U 上 的 限制 义 可 以 写成 (un Ou)#u, 根 据 物理 量 的 唯 
一 性 公理 有 


Op, ニニ (gz Oz)%, (2-33) 
$ 是 任意 物理 量 , 所 以 
O =u Oz (2-34) 


整理 可 得 2-32。 反 之 , 逆 推 回 去 可以 正明 Oy 满足 唯一 性 公理 , 是 物 
理 量 。 証 完 。 

命题 2- 19 :一 阶 全 微分 算 子 和 一 阶 全 导数 算 子 是 不 变 算 子 。 

从 R” 中 的 微分 学 我 们 知道 一 阶 全 微分 在 坐标 变换 下 是 不 变 
的 ,因而 是 物理 量 。 但 是 高 阶 全 微分 不 具有 这 种 不 变性 , 因而 不 是 物 
理 量 。 例 如 ,给 定 M 的 流 形 函数 W 


则 W = C CER (2-35) 
aW . 
和 dW = 9 ア =0 (2-36) 
是 M 上 的 物理 定律 ,而 
TW det =0 
EE ドー (2-37) 


不 是 物理 定律 .2-35 与 2-36 是 等 价 的 。 如 果 把 2-36 的 左端 当 作 板 量 
销 数 ,就 可 以 继续 进行 一 阶 全 微分 ， | 

9 の W 
dr dr 
2-38 也 是 M 上 的 物理 定律 ,6 如果 x = x*(1) 是 M 上 的 一 条 曲线 ， 
上 式 也 可 以 写成 二 阶 导数 的 形式 ， 


¢W = a ラテ ポア = 0 (2-38) 
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ュー テーー 


dW の W dridr Wdr 

a pr 2 
全 微分 和 全 导数 仅 相 差分 母 上 的 di, 为 了 避免 混淆 全 微分 算 子 与 外 
微分 算 子 ,我 们 不 再 使 用 全 微分 算 子 , 符号 d 仅 用 于 表示 外 微分 。 只 


使 用 全 导数 算 子 全, 全 微分 可 以 从 全 导数 得 到 。 

命题 2-20: 设 有 M 上 的 矢量 X, v 是 X 生成 的 局 部 单 参数 Lie 
詳 、 了 是 M 上 的 物理 量 , 则 了 的 Lie 导数 Po 

Be jn LI tad rl 2-40) 


是 物理 量 ， ル 。 大 不変 算 子 
正明 : 7 是 物理 量 , 7 的 一 个 左 移动 wT 也 是 物理 量 , 根据 命题 


2-19, 全 号 数 算 子 記 是 不 变 算 子 , 所 以 和 [zxT(z)] 还 是 物理 量 。 最 


后 ,4 ”的 一 个 左 移动 仍然 是 物理 量 ,因此 LxT 是 物理 量 。 按 照 定 义 
2-17。Lx 是 不 变 算 子 。 证 完 。 

按照 第 一 协 变 公理 , 物理 量 在 所 有 开 域 上 是 相同 的 , 不 管 开 域 对 
应 G 的 哪 一 个 群 元 , 因此 定义 2-40 对 G 的 单位 元 e 也 成 立 。 


ec FuT(z)] = o ALeT(z)] = SLT(z)] (2-41) 


っ [で ] =0 (2-42) 


可 见 Lie 导数 的 实质 就 是 全 导数 。 
不 变 算 子 是 一 个 标量 算 子 。 设 A,| 是 > 个 可 道 算 子 组 成 的 算 子 
集 , 我 们 可 以 把 不 变 算 子 的 定义 拓展 到 | A, 1 上 , 
why = A, ん = 1 2 (2-43) 
注意 到 流 形 上 的 物理 定律 和 物理 量 是 运动 不 变 的 , 也 就 是 说 , 任 给 物 
理 量 の 和 z と G, 设 [a. ] 是 a 的 一 个 r 维 表示 , 则 A@ 与 [4， ]A,® 
是 同一 个 物理 量 。 因 此 我 们 可 以 进一步 拓展 不 变 算 子 的 定义 为 
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uhiu™ = [a.]A, (2-44) 

定义 2-21:2-44 定义 的 算 子 是 张 量 算 子 “ 。 如 果 [a. ] 是 不可 釣 
表示 , A, 是 不 可 约 张 量 算 子 。 不 变 算 子 是 张 量 算 子 的 一 个 特例 。 

定义 2-22:E 的 两 个 G 连通 子 集 %:| 风 = 0| 和 y:iy = 0 中 
的 元 素 若 存在 一 个 由 张 量 算 子 O 定义 的 一 一 对 应 的 关系 10Y = 
少 上 ,就 说 几 和 少 是 等 价 的 。 正 的 所 有 G 连通 子 集 可 以 按 是 否 等 价 划 
分 为 不 同 的 等 价 类 。 

显然 , 互相 等 价 的 子 集 具 有 相同 的 维 数 , 相同 个 数 的 元 素 。 容 易 
证 明 这 个 定义 也 具有 对 称 性 , 自 反 性 和 传递 性 ,E 的 两 个 可 积 的 G 连 
通 等 价 子 集 的 局 部 微分 方程 的 积分 对 应 相同 。 

把 G 连通 与 物理 量 和 物理 定律 的 可 观测 性 比较 可 知 , 物理 量 是 
定义 在 流 形 上 的 G 连通 的 函数 及 其 微分 , 物理 定律 是 定义 在 流 形 上 
的 五 的 G 连通 子 集 。 流 形 上 可 以 有 许多 物理 量 和 许多 等 价 的 物理 定 
律 ,它们 就 是 的 所 有 G 连通 等 价 子 集 ,在 实际 应 用 中 经 常 碰 到 的 
是 在 一 个 流 形 上 寻找 等 价 的 线性 物理 定律 , 这 会 使 问题 变 得 容易 求 
解 。 

在 微分 几何 中 ,我 们 常常 随口 说 “ 设 $ 和 y 是 M 上 的 张 量 ……”， 
但 是 却 无 法 判断 给 定 的 $$ 和 y 是 否 确 实 是 某 个 已 知 流 形 上 的 张 量 ， 
甚至 无 法 判断 $ 和 y 是 否 是 同一 个 流 形 上 的 张 量 , 在 这 里 我 们 有 : 

定义 2-23: 我 们 说 $:19 = 0| 和 y:iy = 01 是 同一 个 流 形 上 的 
物理 定律 , 当 且 仅 当 $$ 和 y 是 等 价 的 G 连通 子 集 ;如 果 存 在 一 个 局 部 
张 量 算 子 O 使 得 在 每 一 个 开 域 U,， 上 有 

Op = の (2-45) 

定义 2-24: 流 形 M(G,$) 的 一 个 开 域 び 上 的 切 空间 T(U,) 是 
指定 义 在 U, 上 所 有 一 阶 . 齐 次 、 线 性 、 与 $ 等 价 的 偏 微分 方程 的 集 
合 。 称 任 何 Z と T(U,) 为 T(U,) 上 的 一 个 矢量 ,用 uw€ G 把 所 有 


20 “和 硕 尔 伯 特 第 六 问题 引 论 


的 ZE€ T(U,) 映射 到 观测 空间 , 把 拼接 得 到 的 整体 切 空间 表示 为 
T(M)。 

如果 と 了 ア ( ), 了 赴 非 宰 函 数 , 則 2 与 Z 等 价 ,所 以 /ZE 
T(U,)。 更 进一步 , 如果 Z span T(U,), [AI( ェ )] 是 非 奇异 函数 扼 
阵 , 则 A(z)Z, 与 Z, 等 价 ,所 以 Ai(+)Z グ span T( U;)。 显 而 易 见 ， 
T(U,) 不 是 一 个 线性 空间 , 而 是 所 谓 F" 线性 空间 。 

定义 2-25: 流 形 M(G,$) 的 一 个 开 域 U 上 的 余 切 空间 
T (U) 是 指定 义 在 U 上 所 有 一 阶 、 齐 次 、 与 $ 等 价 的 Pfaff 微分 方 
程 的 集合 , 称 任何 ”€ T*(U,) 为 T'(U,) 上 的 一 个 1 形式 ,用 u と 
G 把 所 有 的 7E T" (UU;) 映射 到 观测 空间 ,把 拼接 得 到 的 整体 余 切 
空间 表示 为 了” (M)。 

如 果 mw € T (DU,),f 是 非 零 函数 , 则 fx 与 7 等 价 ,所 以 fn と 
T (UU,)。 更 进一步 ,如 果 が span 了 " (DU ), [AI( ェ )] 是 非 奇 异 函 数 
矩阵 , 则 A;(z)7 与 天 等 价 ,所 以 AP( ェ >) が 7 span T'(U,)。 显 而 易 
見 , 了 T"(U,) 不 是 一 个 线性 空间 , 而 是 所 谓 F" 线性 空间 。 

从 微分 几何 我 们 知道 ,对 任何 X, YE TCM) 和 7yET'(M) 有 

dn(X, Y) = X7I(Y) - Yr(X)— vy([X, Y]) (2-46) 

这 个 公式 是 非 线性 的 , 把 它 作为 T(M) 和 了 了 " (M) 之 间 的 对 偶 是 很 
不 方便 的 , 给 我 们 的 研究 带 来 困难 。 更 重要 的 是 T(M) 和 T'(M) 
不 是 线性 空间 , 而 我 们 手中 几乎 所 有 数学 工具 都 是 针对 线性 空间 的 。 
例如 我 们 知道 Lie 代数 的 定义 有 三 条 , 那 就 是 Lie 代数 上 的 対 易 子 満 
足袋 性 性 、 反 対称 性 和 Jacobi 性 。 了 (MM) 上 的 矢量 除了 不 满足 线性 性 
以 外 满足 剩 下 的 两 条 。 

命题 2-26: 可 积 流 形 的 余 切 空间 T* (M) 必 有 线性 子 空间 
9 (M) 满足 


dy = FC A 
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CER，9spang (M)CT COM) (2-47) 
证 明 : 令 7 了 spanT (M),j = 1,2,…,m, 由 于 T"(M) 是 可 积 
的 ,根据 Frobenius 可 积 性 定理 , 7 満足 


dy =w A (2-48) 
其 中 心 是 m* 个 联络 1 形式。 我们 试图 证 明 存 在 非 奇 异 变换 
7 = A (2-49) 
A (2-50) 
AA = 8 (2-51) 
外 微分 2-49 可 得 
dy = dAi A V+ Aidy (2-52) 


把 d が ニー テ C の 和信 ず ニー テ CAAK が AA が (2-53) 
和 2-52 代入 2-48， 
dy =dAALAT FACAAT 人 ガ ェ の NT (2-54) 


或 [dAiA' -AICAA a ]A 7 =0 (2-55) 
7 是 F? 线性 无 关 的 ,因此 
dAA AOIAA ガ ーg =0 (2-56) 
其 中 ‘=adr の = ニア dz" (2-37) 
是 已 知 的 ,最 后 得 到 
d re Ait 上 
ーー = 并 CA + WA: cE (2-58) 
对 于 任何 已 知 曲线 ] 
= (の (2-59) 


2-58 是 关于 4; (z) 的 常 微分 方程 组 , 只 要 2-S8 的 右端 満足 Lipschitz 
条件 就 存在 局部 的 唯一 解 。 可 見 , 对 任何 给 定 的 2-48, 必 可 解 出 
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A4(zx), 进 而 得 到 上 使 得 2-47 成 立 。 通 常 7 和 ei 都 满足 Lipschitz 条 
件 ,因此 2-58 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 
det[ A; (zx)] 关 0 (2-60) 

如 果 对 给 定 的 结构 常数 最 终 不 能 求 出 2-58 的 解 , 那 就 说 明 给 定 流 形 
的 结构 群 不 能 从 这 组 结构 常数 对 应 的 Lie 代数 生成 , 我 们 可 以 换 维 
数 相同 的 另外 一 个 Lie 群 的 结构 常数 来 求解 2-58。 显 然 , 把 C 財 0 
代入 2-58 是 一 定 有 和 解 的 。 我们 知道 が 其 实 是 Lie 群 的 Maurer - 
Cartan 形式 , {| 确实 张 成 线性 空间 。 证 完 。 

反之 ,给 定 9 (M) 也 可 以 扩展 得 到 T" (M)。 许 多 运算 , 例如 张 
其 积 ,在 T'(M) 上 也 成 立 , 但 是 我 们 主要 在 a"(M) 上 讨论 问题 , 因 
为 只 要 把 a" (M) 研究 清楚 了 , 也 就 完全 弄 清 了 了 "(AM), 我 们 称 
9 (M) 是 T (MI) 的 核 或 余 速度 空间 。 

命题 2-27: 可 积 流 形 的 了 (M) 必 有 与 9 (M) 对 偶 的 线性 子 空 


间 g(M) 満足 
[X,, X,] = CX, | 
CR X,spang(M) CT(M) (2-61) 
证 明 : 设 有 X, 満足 
が = が X= (2-62) 
从 公式 


dy (XK, Xi) = えび (X。) - XIX) HX,, X]) (2-63) 


可 得 dg(X,X) =ー テ 


=— Cs =- V(X,X,]) (2-64) 
可 见 , 如 果 XE€ a(M), 则 [X,, X;] E a(M),a(M) 是 一 个 Lie 代 数 ， 
称 q( M) 为 T(M) 的 核 或 速度 空间 ,a(M) 就 是 生成 G 的 Lie 代数。 
证 完 。 
9( M) 与 T(M) 之 间 相 差 一 个 满 秩 变 换 , 所 以 有 


C9" A 09"(X,,X,) 
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一 一- -一 -一 -一 一 一 


dim g(M) = dim T(M) = dmng (M)= dm 了 工 (M) 
(2-65) 
设 Z span T(M), 如果 M 可 积 , 则 

[Z ,DZ ] = KiZ (2-66) 

其 中 K; 是 M 上 的 局 部 函数 ,任何 ZE T(M) 可 以 生成 一 个 单 参数 
子 群 ,在 第 六 章 中 我 们 将 看 到 , 不同 的 2,, 2Z, と T(M) 生成 互相 不 
连通 的 单 参数 子 群 , 这 样 的 子 群 只 能 是 一 维 流 形 的 结构 群 , 在 一 个 
m > 1 的 流 形 M 上 ,借助 于 这 样 的 单 参数 子 群 , 一 个 理论 上 站 在 Z 
的 一 条 特征 线 上 的 观测 者 只 能 看 到 这 条 特征 线 上 的 物理 场 ,也 就 是 
说 Z 的 单 参数 子 群 不 可 能 在 P” 上 拼接 出 一 个 物理 量 的 mm 维 整体 图 
像 。 因 此 ,ZE T(M) 生 成 的 单 参数 子 群 不 是 M 上 的 结构 群 的 子 群 。 


第 三 章 流 形 上 的 全 微分 対 偶 


我 们 把 a( M) 上 的 基底 写作 
X(W) = の ーッ = 0 
の WikY = 1 2 や (3-1) 
如果 = mw, 从 微分 几何 我 们 知道 15 一 上 也 能 构成 一 组 线性 无 关 的 
基底 , = 构成 线性 无 关 的 基底 的 充 要 条 件 是 
det[z'] デ 0 (3-2) 
按照 惯例 ,我 们 称 | 了 | 为 自然 基底 , 自然 基底 是 T(M) 上 的 基底 。 


称 w 为 逆 变 基底 矩阵 。 
在 R" 上 的 微分 学 中 , 如 果 采 用 正 交 的 几何 坐标 


aW,， | 
Fd j 关 上 (3-3) 
是 无 意义 的 ,我 们 定义 
dt =0  j 关 上 (3-4) 
定义 3-1: 非 奇异 可 积 流 形 局 部 开 域 上 的 全 微分 
2W」。 raW,,; EE 
| 元 dz - | 元 dz = |aw=W ェ =o (3-5) 


如 果 流 形 非 奇异 ,不 失 一 般 性 , 令 C = 1。 定 义 全 微分 对 偶 


ma 0 滞り ョ [by OW og dr 
dr dz 9r 


= er@ が の の な の の の = [8 OE の dz') 
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= 3 [aw = 8 (3-6) 
注意 3-5 和 3-6 式 中 的 积分 是 不 定 积分 。 由 于 一 阶 全 微分 是 不 
变 的 ,或 者 说 全 微分 在 M 所 有 开 域 上 的 局 部 限制 构成 一 个 局 部 微分 
方程 的 G 连通 子 集 , 因 此 上 述 全 微分 对 偶 是 物理 定律 , W 就 是 M 上 
的 流 形 函数 ,3-6 对 M 上 的 任何 开 域 成 立 。 当 流 形 非 奇异 时 ,由 3-6 
诱导 的 映射 可 以 定义 g(M) 的 对 偶 基 底 ， 
定义 3-2:9(M) 的 対 偶 室 同 g"(M) 由 m 个 Pfaff 〆 张 成 。 
げ =gid ア =0 (3-7) 
aiat = ggi = の (3-8) 
定义 3-3: 局 部 函数 矩阵 A = [a(z)] 为 开 域 过 上 的 基底 矩阵 。 
定义 3-4:T(M) 与 了 T'(M) 之 间 的 对 偶 为 2-46,q(M) 与 
9 (MI) 之 间 的 对 偶 或 者 缩 并 为 


PX) = (X= (FX) = |X (WO 


= = 8 | 元 dz = = の (3-9) 
实际 上 在 公式 2-62 中 我 们 已 经 引用 了 3-9, 只 是 未 指明 而 已 .全 微分 
对 偶 就 是 自然 基底 | | 与 1dzx*| 之 间 的 缩 并 。 显 然 ,3-9 也 是 M 上 


的 物理 定律 。 
命题 3-5: 对 任意 XE g(M) 和 ew Eg'(M), 
(X,w) = ixw = const (3-10) 
正明 : 由 隆 g(M) 与 a (M) 都 是 线性 空间 , 设 
X= PX, BER 
w= ay a ER (3-11) 
(X,w) = (FX, ay) = po ER 
TCM) 和 了 T (M) 之 间 一 般 没有 这 个 性 质 。 证 完 。 
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利用 3-9 式 可 以 求 出 物理 量 在 给 定 基底 下 的 分 量 , 例如， 


(ws XK) = a ak 人 = a, (3-12) 
用 自然 基底 可 以 求 出 物理 量 在 自然 基底 下 的 分 量 , 例如， 
の = a,(r)dr eq (M) (3-13) 


J 
i 


(ow, a = (a;(x) ツ dz 


Fr 


) 


_ (a(n) ® GE @ dz') 


[adw -aW - [waa, 
= aW -| Wu 'd( ua,) 


= a,W - [wrxa, dt 4 と C (3-14) 


在 公式 3-14 的 推导 过 程 中 我 们 假定 微分 算 子 d 是 不 变 算 子 。 如 
果 流 形 是 可 积 的 , W = C = 1。 考 虑 到 我 们 将 在 第 九 章 给 出 的 公式 
9-26, 有 


(ar)dz 和) = a,(zx) (3-15) 


可児, 只 有 当 流 形 是 可 积 的 时 候 我 们 才 可 以 用 全 微分 对 偶 的 方法 求 
出 张 量 在 自然 基底 下 的 分 量 函 数 。 

注意 到 g(M) 和 8 (AZ) 在 G 变换 下 的 性 质 ,w+ E 9"(M) 和 
X;(W) を g(M) 就 是 古典 张 量 几何 中 定义 的 一 阶 协 变 张 量 和 一 阶 
逆 变 张 量 , 除 此 之 外 , w = 0 和 X,(W) = 0 还 是 M 上 的 一 阶 齐 次 线 
性 物理 定律 , X 是 一 个 微分 算 子 , 所 有 的 X 构成 空间 3( M)。 空 间 
9(M) spanned by X, 与 a(M) spanned by X,(W) 是 完 全 不 同 的 。 首 
先 ,3(M) 是 一 个 算 子 空间 ,而 q( M) 是 一 阶 线性 齐 次 偏 微分 方程 的 
集合 ;其 次 ,在 3(M) 上 的 乘法 是 对 易 子 运算 , 而 在 g(M) 上 的 乗法 
是 我 们 所 熟知 的 张 量 乘法 。 但 是 这 两 个 空间 在 某 些 方面 又 是 相近 的 。 
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例如 ,它们 的 元 素 在 U, 上 的 限制 具有 相近 的 表达 (有 完全 相同 的 基 
底 和 矩阵 ); 以 及 它们 在 同 胚 映射 下 具有 完全 相同 的 变换 性 质 。 更 重要 
的 是 在 讨论 中 我 们 决 不 会 把 二 者 混淆 起 来 , 因为 当 讨论 张 量 运 算 时 
决 不 用 考虑 对 易 子 运算 。 反 之 , 当 讨论 可 积 性 时 也 不 会 用 到 张 量 积 。 
因此 我 们 按 通 常 的 习惯 ,把 二 者 都 表示 为 ] 
9 


daz’ 


只 是 在 心中 时 刻 记 住 9(M) 和 g(M) 的 区 别 。 


X =a’ (3-16) 


J 
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设 工 (M) 由 和 个 Pfaff 


7 = ニ ocd ア =0O (4-1) 
张 成 <4-1 可 以 写成 
=a T=0 (4-2) 


上 式 左 端 可 以 看 作 一 个 函数 , 用 全 导数 算 子 -5 作用 于 上 式 得 到 
fx 2g dr' dz 


a tad dr = 08 

如果 det[a:] #0 (4-4) 
2 dz! 1 9a; dzt dz 

可 得 a; -i ra と 


还 可 以 继续 把 4-5 式 的 左 端 看 作 标量 函数 , 用 全 导数 算 子 灶 作 
用 之 ,于 是 我 们 有 : 
命题 4-1: M 上 的 任意 阶 导数 信 均 可 以 表示 为 一 阶 导数 dz 


的 r 次 乘积 的 组 合 ,组 合 系数 为 ga! 和 ai: 及 其 导数 。 
定义 4-2: 设 B 如 式 4-2 所 定义 , 则 称 


し = DQ QR b., ER (4-6) 
为 张 量 级 数 , 称 
L = 0 (4-7) 
为 张 量 级 数 定律 。 


命题 4-3: 可 积 流 形 上 的 常 微分 方程 形式 的 物理 定律 必 可 层 开 
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为 张 量 级 数 定律 。 
证 明 : 设 单位 元 开 域 上 的 局 部 微分 方程 是 : 


dz 有 0 .dz d'x” _ 

A re ’ dy ’ "dy ’ "» dy ) 0 (4 8) 
:由 于 任何 微分 总 可 以 化 为 关于 时 间 的 微分 例如 : 
dr _dr 1 dx 1 dr 


dy dr dy， dy (dy dP Fl 
dt dt dz 
令 dx" = dy, 我 们 总 可 以 把 4-8 写成 
0 (4-10) 
考虑 到 命题 4-1,4-10 可 以 写成 
FE 
按照 定义 1-4, 物 理 定律 只 是 物理 量 的 函数 ,4-11 中 的 下 仅仅 与 一 阶 
基底 有 关 , 因此 正 仅 是 1 阶 和 0 和 阶 张 量 的 函数 。 我 们 只 能 把 下 写成 0 
阶 张 量 与 等 价 于 下 的 一 阶 张 量 的 乘积 的 函数 , 其 他 的 写法 都 将 使 
展开 得 到 的 张 量 级 数 与 下 不 等 价 。 而 1 阶 和 0 阶 张 量 的 乘积 仍然 是 
工 (M) 上 的 一 阶 张 量 , 因此 可 以 认为 下 仅 是 1 阶 张 量 的 函数 。 于 是 
4-11 可 以 写成 
上 8 8)=0 (4-12) 
其 中 的 定义 见 4-2。 把 8 看 作 変 量 , 対 4-12 在 = 0 点 作 Taylor 
展开 
fp 


(4-9) 


= 0 (4-11) 


アテ) = 0 (4-13) 


由 于 に R 了 = の Pr (4-14) 
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4-13 确实 是 一 个 张 量 级 数 。 证 完 。 
9(M) 与 a (MI) 之 间 的 对 偶 ,以 及 9(M) 与 TIM). (MI) 与 
T (MI) 之 间 的 满 秩 映 射 , 确定 了 一 个 同 胚 映 射 F:T*(M) 一 
T(M), 在 4-13 中 ,逐一 地 把 8 € T*(M) 映射 为 no € T(M), 就 
得 到 偏 微 分 方程 形式 的 张 量 级 数 定律 ,由 于 映射 是 一 对 一 的 , 所 以 
命题 4-4: 任 何 偏 微分 方程 形式 的 物理 定律 也 可 以 表示 为 张 量 
级 数 定律 。 


の 1 2 2 
多 (aaz，…， an ) = 2 La 5 + > si 


+ gm F's =0 (4-15) 
a = a (4-16) 

命题 4-5: 设 $= 0 是 M(G,#$) 上 的 局 部 物理 定律 , 令 
a=aa, aE€ER (4-17) 


a 是 T(M) 中 的 元 素 ,与 $ 等 价 , 则 必 有 


"1 2 9 9 」。 A, 、。 
うす つも We a 


证 明 : 由 于 a 与 $ 等 价 ,注意 到 (a)" ee 
> (a)" = 0 (4-19) 
与 约 等 价 。 按 照 命题 4-4,4-19 一 定 可 以 表示 为 
a I'$| =0 
4-20) 


反之 ,根据 物理 量 的 唯一 性 公理 ,4-20 也 一 定 可 以 唯一 表示 为 等 价 
的 4-19 的 形式 。 证 完 。 
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类 似 地 有 
命題 4-6: 役 ぁ 是 M(C, め ) 上 的 局部 物理 定 律 , 
B = ga ge ER (4-21) 
是 T (MI) 中 的 元素 , $ 等 价 , 则 必 有 
+ - 她 人 (Bp) 
(4-22) 
至 此 , 任何 非 线 性 物理 定律 都 可 以 化 为 一 组 等 价 的 一 阶 张 量 的 
张 量 积 。 这 样 ,一 个 由 非 线 性 微分 方程 定义 的 物理 定律 就 可 以 化 为 一 
组 等 价 的 线性 或 多 重 线性 的 张 量 定律 ,考虑 到 第 一 协 变 公理 , 张 量 定 
律 在 流 形 上 任何 一 个 开 域 都 成 立 , 这 样 就 把 流 形 上 的 非 线 性 问题 线 
性 化 了 , 我们 只 要 分 别 解 出 各 阶 张 量 ,就 最 后 解 出 了 物理 问题 。 注 意 
到 张 量 定律 在 G 变换 下 和 不 变 算 子 作 用 下 的 性 质 , 如 果 我 们 在 单位 
元 井 域 上 使 用 张 量 工具 和 不 变 算 子 ,那么 得 到 的 结论 将 适用 于 流 
形 上 的 任意 开 域 以 及 整个 观测 空间 P” 。 今 后 如 不 特别 指出 , 我 们 总 
是 在 单位 元 开 域 上 讨论 问题 。 
把 物理 定律 展开 为 收敛 的 张 量 级 数 , 要 求 物理 定律 是 解析 的 , 这 
就 可 能 把 那些 非 解析 的 物理 定律 排除 在 外 了 。 当 然 我 们 也 可 以 把 物 
理 定律 展开 为 一 个 有 限 的 张 量 级 数 和 , 舍弃 高 阶 项 , 只 要 能 够 从 数学 
上 证 明 被 舍弃 的 高 阶 项 是 高 阶 的 无 穷 小 就 可 以 了 ,但 这 是 非常 困难 
的 。 在 通常 情況 下 , 如 果 提 出 的 物理 问题 客观 存在 , 那么 被 舍弃 的 高 
阶 项 一 定 是 高 阶 的 无 穷 小 , 我 们 只 需要 根据 边界 条 件 求 出 对 应 的 张 
量 就 行 , 而 不 必要 求 物理 定律 解析 。 
考虑 到 命题 4-3 和 4-4 以 及 各 阶 张 量 在 同 胚 变换 下 的 性 质 , 公 
式 1-5 的 成 立 是 不 言 而 喻 的 , 只 是 我 们 在 那里 没有 指出 而 已 。 
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一 个 重要 的 问题 是 : 当 已 知 7( M) 中 的 元素 X 或 了 "(AM) 中 的 
元素 w, 经 过 什么 样 的 运算 之 后 得 到 的 结果 仍然 是 M 上 的 张 量 ?或 
者 经 过 什么 样 的 运算 之 后 得 到 等 价 的 张 量 定律 ? 

命题 5-1: T(M) 和 T"(M) 上 的 线性 运算 得 到 等 价 的 一 阶 齐 
次 线性 微分 方程 。 

这 是 显然 的 .事实 上 , 不 仅仅 是 线性 运算 ,T(M) 和 T'(M) 上 
的 F" 线性 运算 仍然 得 到 等 价 的 一 阶 齐 次 线性 微分 方程 。 

命题 5-2: T(M) 或 T"(M) 上 的 张 量 积 仍然 与 T(M) 或 
T"(M) 等 价 。 


设 X(W) =@ =0 (5-1) 
和 Y(W) = & 2 = 0 (5-2) 


是 T(M) 上 的 两 个 矢量 。 由 于 张 量 积 就 是 T(M) 上 的 局 部 微分 方程 
的 乗 税 , 显然 三 个 方程 


X(W)Y(W) = wb ュ ブ ② デュ =XQY=0 (5-3) 
x dz 


G X(W)=0 和 Y(W)=0 
是 等 价 的 .T(M) 上 的 高 阶 张 量 积 和 T" (AM) 上 的 张 量 积 可 以 依 此 
类 推 ,不 再 著述 。 
T(M) = T(M) © T(M)®-:…® T(M) (5-4) 
和 TT'*(M) = T'(M) QT'(M) © QT'(M) (5-5) 
也 构成 M 上 的 F" 线性 空间 .T(M) 上 的 p 阶 张 量 是 p 阶 物 理 量 , 同 
时 也 是 p 个 一 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 乘积 的 F" 线性 组 合 。F" 线性 
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空间 
TM) = > © TCM) 
和 BTM) = 2 ET” (5-6) 


在 张 量 积 下 各 自 构成 分 次 代数 。 把 $-4 和 5-5 中 的 了 換 成 q, 得 到 M 
上 的 户 阶 线性 张 量 空间 q7(MZ) 与 g"" (AM)。 
命题 5-3:9*(M) 与 a "(M) 之 间 的 缩 并 


< 9(M),9 (0M) > (5-7) 
仍然 与 9*(M) 或 9"*(M) 等 价 。 特 别 地 
< (M),g'’(M) >ER (5-8) 


从 全 微分 对 偶 和 张 量 积 的 定义 直接 可 以 得 到 5-8。 对 于 非 奇 异 
的 流 形 , 5-8 确定 了 一 一 到 上 的 同 胚 映射 


F:o'*(M)— 9’(M) (5-9) 
在 T'*(M) 和 TT*(M) 之 间 也 可 以 进行 缩 并 , 设 f,g€rF 

OS ET"(M) gX,E TM), ( 5-10) 
其 中 X, € g(M),〆 Eg'(M), 上 且 

く び ,X, >=& (5-11) 


则 (fy OV,gX) = 太く の ゆ ⑳〆,X,>= fay (5-12) 
缩 并 的 结果 显然 得 到 等 价 的 微分 方程 5-12 的 意义 与 3-14 一 样 , 我 
们 并 不 是 把 f 和 g 从 全 微分 对 偶 的 积分 号 内 提 到 积分 号 外 , 真正 的 
全 微分 对 偶 只 能 是 在 o(M) 与 a (M) 之 间 进 行 的 。 由 此 我 们 可 以 在 
速度 空间 的 基础 上 定义 T(M) 与 TT" (MI) 之 间 的 对 偶 , 设 


Z, = AIX。 span T(M)，X span g(M) (5-13) 

“ 7 = Asw span T' (M), wo span 9 (M) (5-14) 
其 中 

(eo, X= 8 (5-15) 


显然 ,7 与 Z, 是 对 偶 的 ,它们 满足 


34 ”项 尔 伯 特 第 六 问题 引 论 


A (5-16) 
按照 微分 方程 理论 , T*(M) 与 了 T'*(M) 之 间 的 混合 张 量 积 是 
没有 意义 的 , 因为 这 样 的 运算 导出 的 既 不 是 偏 微分 方程 也 不 是 常 微 
分 方程 ,我 们 认为 混合 张 量 是 有 意义 的 , 当 且 仅 当 混合 张 量 的 对 偶 指 
标 缩 并 消去 以 后 。 由 于 全 微分 对 偶 具 有 可 交换 性 , 所 以 我 们 总 是 可 以 
把 协 变 指标 和 逆 变 指标 分 别 排列 。 混 合 张 量 中 任意 两 个 相互 对 偶 的 
指标 都 可 以 进行 缩 并 , 因为 经 过 适当 的 位 置 交 换 , 总 可 以 使 它们 成 为 
相 邻 的 指标 。 我 们 知道 张 量 积 中 张 量 相 乘 的 顺序 一 般 是 不 可 交换 的 ， 
如 果 一 个 张 量 表达 式 中 既 有 张 量 积 又 有 缩 并 , 能 否 交 换 要 看 具体 情 
况 , 例如 
afu = Ta (5-17) 
但 是 i RA” (5-18) 
一 般 地 讲 , 两 个 相 乘 的 张 量 分 量 都 带 有 自由 指标 是 不 能 交换 的 , 如果 
其 中 一 个 张 量 分 量 只 有 哑 指 标 则 是 可 以 交换 的 。 
命题 5-4: 对 称 化 算 子 $ 或 反 対称 化 算 子 4 作用 于 T*(M) 或 
T"*(M) 仍然 得 到 等 价 的 微分 方程 。 
证 明 : 由 于 对 称 化 或 反对 称 化 仅仅 是 一 阶 张 量 在 不 同 顺序 下 的 
张 量 积 的 线性 组 合 , 由 命题 5-1 和 5-2, 命题 5-4 的 成 立 是 显然 的 ,证 


完 。 
按照 惯例 , 我 们 分 别称 
F’(M) = AT'*(M) (5-19) 
和 V'(M) = AT*(M) (5-20) 
为 p 形式 空间 和 p 矢量 空间 。F" 线性 空间 
OFP(M)= 》 图 严 (M) ($-21) 
和 ③ V(M) = > の (AM) ($-22) 


也 构成 分 次 代数 , 外 积 是 它们 上 的 乘法 。 由 于 外 积 是 反对 称 化 和 张 量 
积 的 复合 运算 , 容易 看 出 
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命题 5-5: 由 V*(M) 和 外 F*(M) 上 的 外 积 仍然 得 到 等 价 的 微 
分 方程 。 

以 上 我 们 所 关心 的 是 经 过 上 述 运 算 从 T(M) 和 T*(M) 导出 
的 张 量 定律 作为 微分 方程 确实 与 T(M) 等 价 , 因而 确实 是 M 上 的 
张 量 。 我 们 并 没有 讨论 T(M) 和 了 "(MM) 经 过 上 述 运算 得 到 的 张 量 
在 G 变换 下 的 性 质 , 因为 这 些 性 质 已 经 在 古典 张 量 几 何 中 被 详尽 讨 
论 过 了 。 所 以 ,在 TCM) 和 T(M) 上 经 由 上 述 运算 得 到 的 物理 量 
和 物理 定律 确实 是 M 上 的 物理 量 和 物理 定律 。 

现在 我 们 讨论 另 一 个 重要 的 问题 : 当 已 知 空间 T*(M) 中 的 一 
个 元 素 X 或 空间 T“(M) 中 的 一 个 元 素 wy, XX 或 了 被 什么 样 的 算 子 
作用 之 后 仍然 得 到 M 上 的 张 量 ?或 者 说 , 什么 样 的 算 子 O 是 中 
TI(M)、 电 T'*(M)、 甸 Fr(M) 或 加 Vr*(M) 上 的 不 变 算 子 或 张 
量 算 子 ?从 命题 2- 18 我 们 有 

推论 5-6: 如 果 ぁ 和 O》 都 是 协 变 张 量 , O 是 不 变 算 子 , 则 


[z",O] =0 uEG ( $-23) 
推论 5-7: 如 果 メ 和 OX 都 是 道 变 张 量 , O 是 不 变 算 子 , 则 
[kz。,。O] =0 u EG (5-24) 


5-23 或 5-24 保 证 了 从 O 得 到 的 物理 量 在 vE G 的 变换 下 是 唯 
一 的 ,如 果 O 是 可 逆 的 则 Op = 0 与 $ = 0 的 积分 相同 ,因此 O 是 不 
变 算 子 。 对 我 们 来 说 , 流 形 上 最 重要 的 张 量 是 微分 形式 , 从 微分 几何 
知道 , 外 微分 算 子 d 与 w ”是 可 交换 的 名 ,而且 一 组 Pfaff 微分 方程 与 
的 団 包 有 相同 的 税 分 流 形 " ぐ !, 所以 d 是 ④① F*(M) 上 的 不 变 算 子 ，; 
设 7 是 M 上 的 p 形式 , 则 x yw 是 m - ヵ 形式 , 面目 Hodge 星 形 算 子 
* 起 可逆 的 所 以 * :F?(M) 一 F”"?*(M) 是 外 F?(M) 上 的 不 变 算 
子 。 今 O = * ,直接 计算 5-23, 不 难 证 明 这 个 结论 。 由 此 可 以 推出 调 
和 算 子 A 和 上 微分 算 子 8 是 不変 算 子 , ヵ 重 週 和 算 子 A" 也 是 不 变 算 


子 。A 是 正定 算 子 ,所 以 Az 也 是 不 变 算 子 。 
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速度 空间 g(M) 和 余 速度 空间 oa"(M) 分 别 是 T(M) 和 
T (MI) 的 子 空间 , 所 以 上 述 关 于 张 量 运算 和 不 变 算 子 的 结论 在 
9(M) 和 9 (M) 上 也 成 立 。 二 者 的 区 别 仅 仅 在 于 , 在 T(M) 和 
T"(M) 上 我 们 采用 F" 线性 运算 ,而 在 a( M) 和 ag" (M) 上 我 们 采用 
线性 运算 。 
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结构 群 G 在 流 形 的 定义 中 是 第 一 重要 的 , 求 出 了 G, 就 可 以 得 
到 流 形 在 G 的 微分 同 胚 映 射 下 的 性 质 , 也 就 是 流 形 的 几何 性 质 。 一 
般 地 , 可 以 假定 G 是 所 有 单纯 Lie 群 的 直 积 。 但 是 对 于 一 个 特定 的 物 
理 问题 ,只 有 某 些 特定 的 Lie 群 是 该 物理 问题 的 对 称 群 或 结构 群 。 从 
数学 上 讲 , 同 构 的 Lie 群 之 间 是 没有 区 别 的 。 我 们 所 要 做 的 首先 是 找 
出 所 有 不 同 构 Lie 群 ,再 从 中 筛选 出 所 需 的 Lie 群 。 寻 找 所 有 不 同 构 
Lie 群 的 基本 方法 是 : 

1. Cartan 和 Killing 已 经 求 出 了 所 有 的 > 秩 单 Lie 代数 59 ,它们 是 
CO 
F,\G, 

2. 从 单 Lie 代数 构造 出 所 有 不 同 构 的 半 单 Lie 代数 。 如 果 物 理 问 
题 定 义 在 实 流 形 上 , 还 要 求 出 半 单 Lie 代数 的 所 有 实 形式 G 

3. 从 半 单 Lie 代数 构造 出 对 应 的 单 连通 Lie 群 G, 

4. 求 出 G, 所 有 分 立 不 变 子 群 D， 

5. 商 群 C，= G,/D, 就 是 所 有 不 同 构 的 Lie 群 

设 上 = 0 是 流 形 上 的 局 部 物理 定律 , G, 是 作用 在 sp 上 的 Lie 变换 

群 ,从 Lie 变换 群 的 理论 我 们 知道 eol ,所 有 使 


zo アニ の (6-1) 
的 群 元 。 构成 G, 的 迷 向 子 群 S。。 在 物理 上 , 迷 向 子 群 的 存在 対物 
理 问 题 毫 无 影响 。 于 是 商 群 

= G,/S。 (6-2) 


才 是 物理 问题 的 结构 群 , G 在 M 上 的 作用 是 可 递 的 。 在 微分 几何 里 ， 
我 们 说 流 形 M 是 G 的 齐 性 空间 。 如 果 G 是 某 个 特定 的 单 Lie 群 厅 或 
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者 某 几 个 单 Lie 群 的 直 积 , 例如 互 , QH;, 我 们 也 可 以 把 流 形 写作 
M(H,$) 或 者 M(H, ® H,,$)。 

群 元 x € G 诱导 出 切 映 射 x,, wu. 就 是 w 的 Jacobi 和 矩阵 的 逆 , 我 
们 知道 >. 具有 性 质 ”.: 


1 .线性 

uslaX + bY) = au.X+bu,Y 

X,YEQAAU) a,bER (6-3) 
2. Lie 括号 对 易 

a (6-4) 
3. 对 接连 两 次 映射 x,w EG 

(eo) 。 = wu. uw. (6-5) 


上 述 性 质 1 和 3 说 明 z 恰好 是 群 元 x 以 a( U) 为 表示 空间 的 
群 表示 。 类 似 地 有 作用 在 a"(U) 上 的 对 偶 映 射 wu" 。u” 是 的 x. 逆 , 
u 是 微分 同 胚 , a ”一 定 存 在 且 具 有 性 质 * 


1. 线 性 

u (aw+ b0)= gz w+bu'd 

の の と qa (U) a,b ER (6-6) 
2. 与 外 积 对 易 

u ( ゅ 八 の = ルル wwAx pb (6-7) 
3. 与 外 微分 对 易 

u dw= du ow (6-8) 
4. 对 接连 两 次 映射 ww EG 

(zo) = & vw’ (6-9) 


上 述 性 质 1 和 4 说 明 wu" 是 w 以 a" (U) 为 表示 空间 的 群 表示 。 
给 定 XE o(M) 或 w€ 9 (M) 是 n 维 的 一 阶 微分 方程 G 连通 

子 集 , 并 不 是 所 有 单纯 Lie 群 都 会 在 a( U) 和 9 (U) 上 有 表示 ,那些 

在 8(U) 和 9g"(U) 上 没有 表示 的 单纯 Lie 群 就 构成 了 G, 的 迷 向 子 
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群 , 是 否 有 表示 取决 于 对 应 的 单 Lie 群 是 否 有 ヵ 维 表示 , 单 Lie 群 是 

否 有 ” 维 表示 又 取决 于 对 应 的 单 Lie 代数 是 否 有 ヵ 维 表示 。 必 须 着 

重 指出 ,在 已 知 一 个 XE9og(CM) 或 wE9o (NM) 时 ,我 们 并 不 知道 流 

形 的 维 数 m, 知道 的 只 是 M 上 局 部 微分 方程 的 C 连通 子 集 的 维 数 

no 对 于 一 个 确定 的 整数 ,我 们 从 单 Lie 代 数 的 表示 的 维 数 公式 直接 

可 以 决定 哪些 单 Lie 代数 可 以 有 ヵ 维 表示 。 因 此 也 就 确定 了 哪些 单 
Lie 群 可 以 用 于 生成 微分 流 形 的 速度 空间 。 方 法 如 下 : 

1. 我 们 知道 任何 > 秩 单 Lie 代 数 除 了 一 维 表示 外 , 维 数 最 低 的 表 

示 是 基础 表示 , 且 基 础 表示 的 维 数 大 于 r。 因 此, 对 给 定 的 ヵ , 

r 之 n 的 Lie 代数 不 会 及 n 维 表示 , 可 能 有 ヵ 维 表示 的 Lie 代 


数 只 有 有 限 个 。 
2. 假 定 我 们 用 非 负 整数 组 (4,,4,,…,4,) 标记 一 个 + 秩 单 Lie 
代数 的 不 可 约 表示 。 令 
ヶ ニ Sh (6-10) 
dA。 
我 们 有 ョ = 1 (6-11) 


以 典型 Lie 代数 A, 为 例 , 从 A, 的 表示 的 维 数 公式 四 


将 Ai+ 1 
D(A,) = 1G + PR キー (6-12) 
GG 三 0.1.2。 パル アー と = 1.2。 …。) 
容易 看 出 :如 果 不 考虑 一 维 表 示 , r > 0, 则 有 
dD(A.,) 
I 0 (6-13) 


所 以 D(A,) 是 r+ 的 单调 增 函数 ,无 论 每 一 个 4, 是 什么 值 , 只 要 
r 大 于 某 个 t,, 就 可 以 断言 14;1 所 标记 的 Lie 代数 表示 的 维 数 
大 于 n。 对 其 他 典型 Lie 代数 和 例外 Lie 代数 也 有 相同 的 结论 。 

从 1 得 到 结论 :可 能 有 小 于 等 于 ” 维 表 示 的 单 Lie 代 数 的 个 数 是 
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有 限 的 ;从 2 得 到 结论 :每 一 个 单 Lie 代数 可 能 有 的 维 数 小 于 等 于 ヵ 
的 表示 的 个 数 也 是 有 限 的 。 根 据 这 两 点 ,我们 可 以 很 容易 编制 一 个 计 
算 机 程序 对 这 些 单 Lie 代数 的 维 数 公式 逐一 扫描 , 以 确定 可 以 有 > 
维 表示 的 单 Lie 代数 。 每 一 个 这 样 的 单 Lie 代数 可 以 生成 一 个 单 连通 
Lie 群 G,, 进而 每 一 个 G = G,/D, 可 以 用 于 生成 微分 流 形 。 
对 于 一 个 物理 问题 中 给 定 的 ヵ , 可能 有 若 干 全 Lie 代 数 有 ヵ 维 表 
示 。 我 们 知道 单纯 Lie 代数 A, 、B, 、C, 、D, 分 别 与 VCr +1,C)、o(2r 
+ 1,C)、sp(2r, C)、o(2r,C) 同 构 , 后 者 分 别 生 成 群 SL(r+1,C)、 
O(2r + 1,C)、SP(2r,C)、O(2r, C0), 必 须根 据 这 些 群 的 性 质 设计 
一 个 物理 实验 , 以 便 我 们 对 这 些 性 质 作 简 单 的 观测 就 可 以 决定 取舍 。 
如 果 最 终 确 定 的 Lie 代数 是 m 维 的 , m 也 就 是 流 形 的 维 数 , 如 果 n 等 
于 3, 采用 伴随 表示 , 可 能 的 Lie 代 数 有 A,、B, 和 C,。 但 是 , A, 、B, 和 
C, 是 同 构 的 , 实际 上 只 有 唯一 的 Lie 代数 Al,m = n = 3。 
确定 了 生成 G 的 Lie 代数 9 以 后 ,就 可 以 用 纯 代数 的 方法 求 出 9 
在 某 个 基底 ,例如 Cartan - Weyl 或 Chevalley 基底 下 的 ヵ 维 表示 。 如 
果 AM 是 实 流 形 ,还 需要 求 出 9 的 基底 的 实 表示 " 。 设 9 是 m 维 Lie 代 
数 ,g 的 伴随 表示 A(g) 由 m 个 m 阶 常数 矩阵 张 成 , A, span A (9q) 
[A,A]= GA Ca ER ij,k = 1,2,.%,m (6-14) 
如 果 我 们 能 够 用 A. 生成 矢量 


Y = だ が (6-15) 
其 中 b&b 已 知 ,使 得 Y, 张 成 流 形 O 上 的 Lie 代数 a( O), 即 Y 満足 
[Y,, ¥,] = CGY, (6-16) 


则 根据 Frobenius 定理 , 任意 矢量 
Y = 2 の e ER,Y € oa(0O) (6-17) 
可 税 , 流 形 O(G(e), Y) 的 切 空间 T(O) 的 核 o(O) 由 Y, 张 成 , 余 切 
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空间 的 核 由 
| (6-18) 
张 成 ,不 难 证 明 
(Y, の ) = ざ (6-19) 
df = LCP A LC (6-20) 


-ee 
我 们 称 这 样 的 流 形 为 代表 流 形 , 代表 流 形 上 的 任何 性 质 都 是 已 知 的 。 
设 8 是 m 维 交 换代 数 , 则 


ck = i 
A, = | 
a 2 
[4,,A] =0 (6-22) 
9 
可 以 有 [Y;, Y,] =0 (6-24) 
因此 6-23 张 成 了 一 个 代表 流 形 O 的 核 空 同 a( O)。 令 
Y=a 9 “ER Ye(O) (6-25) 
其 特征 线 方程 为 
dy | 
a (6-26) 
积分 得 y= y+ gz (6-27) 
这 就 是 加 法 群 Disp, 它 在 qa(O) 上 的 表示 为 
[u.] = [3] = 8 (6-28) 
Yo 


6 是 单位 矩阵 。 按 照 我 们 后 面 将 要 给 出 的 联络 的 定义 , O 的 联络 恒 为 
0, 这 是 一 个 欧 氏 空间 , 其 结构 群 为 Disp。 

命题 6-1: 任 给 m 维 Lie 代数 4% 设 4 是 9 的 任意 表示 , 则 矢量 
9 


Tk 
Rt 


9 
= a Rd 
を [A fy 5 


i1, j,k = 1,2,.…,m (6-29) 
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张 成 Lie 代数 Qo 
证 明 : 
[Y,,Y)]= [A,,A,Jy 3y + [A Fy lA, ly yoy 
m 1{ r s 9 
[A yA sy 2y"2y 
注意 到 求 和 指标 是 任意 的 以 及 二 阶 导 数 的 顺序 可 以 交换 ， 


rs の "| ア 9 | i * ーー- 
LY = [A Ay = CA LY Fr = CY 证 完 。 


(6-30) 


(6-31) 
按照 Frobinius 理论, 1 Y,! 是 可 积 的 ,事实 上 , 当 Lie 代 数 是 B, 或 
り , 时 , 流 形 函 数 是 单位 球面 。 


W(y) = Ny =1 (6-32) 
|>| デ 0, 即 y 不 全 为 0。 对 任何 一 个 了 ,有 
Y(W) =0 (6-33) 


我 们 称 这 个 代表 流 形 为 O, | Y | 张 成 的 线性 空间 为 T(O) 的 核 空间 
(oO), 通常 采用 9 的 伴随 表示 来 生成 %(O), 这 样 生成 的 Y 的 基底 知 
阵 是 可 首 的 , 可 以 很 容易 生成 a9`( O 〇 ), 这 只 要 按照 6-18 求 出 逆 変 基 
底 和 矩阵 的 逆 就 可 以 了 。 

已 知 g(O), 令 p= (py ,py ,…, pp”) 为 群 参数 ,还 可 以 求 出 作用 
在 O 上 的 结构 群 G。 


A= DHA ER (6-34) 
则 矢量 Y= [A]y 7 (6-35) 
是 Lie 代数 o( O) 中 的 一 个 元 素 ,因此 是 可 积 的 。 偏 微分 方程 

Y(W) = [Al]y A (6-36) 


dy 
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的 特征 线 方 程 为 ， 
dy kj 9 
3 = [Ay (6-37) 
y bn = yo (6-38) 
6-37 是 常 系数 线性 齐 次 常 微分 方程 组 , 可 以 用 矢量 记 法 简 记 为 
dy _ - 
y uo = ya (6-40) 
6- 39 的 解 为 54 = 。 
上 一 = ee We (6-41) 


解 6-41 具有 和 群 性 质 ”” ;车 固定 jp = jp,…, py”|, 则 同一 个 
A € A(g) 生成 的 群 元 作用 在 同一 条 特征 线 上 (图 6-1), 如果 


y= eyo y= ey (6-42) 
则 あめ ニン の (6-43) 
或 表示 为 
yi = vy y= vy 
y= vv の の 所 (6-44) 
此 时 の 」 の 2 = の 2 の 」 (6-45) 


6-44 表示 的 群 就 是 我 们 通常 在 微分 几何 里 遇 到 的 单 参数 子 群 。 给 定 
不 同 的 群 参 数 可 以 确定 不 同 的 矢量 6-35, 进而 得 到 不 同 的 单 参数 子 
群 。 
命题 6-2: 从 6-35 生成 的 任何 单 参 数 子 群 是 互相 连通 的 。 
证 明 :无 论 群 参数 等 于 什么 ,只 要 1 = 0, 我 们 可 以 从 6-41 得 到 
y= ?5 = 9 (6-46) 
上 式 说 明 1 为 零 的 时 候 对 应 的 表示 是 恒 等 矩阵 , 所 以 , 无 论 群 参数 等 
于 什么 ,所 生成 的 单 参数 子 群 都 与 伍 等 元 连通 。 反 之 ,给 定 群 参数 , 从 
人 恒 等 元 也 可 以 得 到 任何 单 参数 子 群 。 所 以 任何 两 个 单 参数 子 群 是 连 
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通 的 .证 完 。 


如 果 y, 和 y, 位 于 经 过 yo 的 不 同 的 特征 线 上 (图 6-2), 它们 生成 
不 同 的 单 参 数 子 群 
即 = ey y2 = e"2 yo (6-47) 


则 a Pa (6-48) 
或 表示 为 
Jo 一 ViID 2 一 2 多 0 
P= VU の 5 の っ を Cu (6-49) 
此 时 zivz 天 vvi (6-50) 


6-39 的 右 端 是 y 和 j 的 解析 函数 ,按照 微分 方程 组 的 理论 , 子 群 
6-41 是 Lie 群 ,命题 6-2 说 明 所 有 的 单 参数 子 群 构成 局 部 Lie 群 G,。 
v € Gu 把 开 域 U 上 的 一 条 特征 线段 映射 为 男 一 个 开 域 上 的 特征 线 
段 , Gu 的 可 交换 群 元 构成 Disp, 不 可 交换 群 元 构成 Diff, G,。 = 
Diff © Disp。G 在 go(0O) 和 9% (O) 上 的 表示 为 


9y _ A(m)t 。 996 -A{lp)?t し 

a 0 A (uv.,v' ) = 8 
(6-51) 

の 。 大 推 前 的 , 而 の 「 是 拉 回 的 ， 二 者 沿 特征 线 的 走向 相反 。 得 到 


.6-51 以 后 ,利用 第 十 章 给 出 的 公式 将 可 以 求 出 O 上 所 有 几何 性 质 ， 
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如 联络 .曲率 等 。 所 以 代表 流 形 上 的 任何 性 质 都 是 已 知 的 。 
设 X 是 %(M) 中 的 任意 矢 量 , 


ae d(x) Fr (6-52) 
局 部 偏 微 分 方程 为 
X(W) = 0 (6-53) 
定义 6-3: 流 形 上 的 特征 曲线 方程 为 
= a(x,p) (6-54) 
ing = Ni (6-55) 
其 中 = gag = aa an 
Xo = {xo, zoom 


当 a (x, Jp) 满足 Lipschitz 条 件 时 , 微分 方程 组 的 基本 定理 保证 
6-54 的 解 局 部 存在 且 唯 一 。 设 这 个 解 为 
WR (6-56) 
6-56 就 是 一 个 以 jp = gp" 上 为 参数 的 ,把 开 域 U 上 x 对 
应 的 特征 线段 映射 为 x 对 应 的 特征 线段 的 坐标 变换 。 我 们 可 以 把 
6-56 简写 为 
X= u(t, ryo, gp) (6-57) 
| 4 是 所 谓 定 常 的 动力 系统 , 因此 6-57 构成 一 个 单 参数 子 
群 23 , 即 


若 有 Xi = u(ti, Io) 和 x, = u(t,, x hk) (6-58) 
则 有 rx, = u(t + t,, Xo EL) (6-59) 
或 表示 为 

Xi = UixXo TX; — UX 

> x = us ul xXo ui; Uy CC (6-60) 
此 时 4」 な 2 = Us ui (6-61) 


所 不 同 的 是 , 在 我 们 这 里 6-57 是 从 某 个 m 维 Lie 代数 a(M) 生 
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成 的 , 如 果 存 在 同 胚 映射 下 : O -> M, 容易 证 明 所 有 不同 的 単 参 数 
子 群 是 互相 连通 的 , 因此 所 有 的 单 参数 子 群 构成 m 维 局 部 群 Cu , 群 
参数 是 po 不 同 的 & 对 应 于 通过 x。 的 不 同 的 特征 线 , 在 不 同 的 特征 
线 上 若 有 

x =) (6-62) 


解 出 x。、 
Ki = RR 
则 人 (6-63) 
上 式 是 两 个 连续 的 变换 , 它们 定义 了 群 元 的 乘法 , 可 以 表示 为 
Xo = Wi X2 = M2X0 
之 YX = UU Ui U2 CE Go (6-64) 
此 时 UU, 天 UU: (6-65) 


可 以 认为 x。 和 x 分 别 是 不 同 开 域 上 的 点 , w€ G, 把 り 上 x。 的 一 条 
特征 线段 映射 为 V 上 x 的 一 条 特征 线段 , 存在 局 部 可 交换 子 群 说 明 
流 形 沿 特征 线 是 局 部 欧 氏 的 ,根据 微分 方程 组 理论 ,如 果 a(x, g) 
満足 Lipschitz 条 件 , 解 x 对 初 值 x。 和 jp 连续 依赖 ， Gi 是 个 拓扑 群 ; 
如 果 a(x,A) 对 x 和 jr 而 言 是 + 次 连续 可 微 的 , 则 解 6-57 对 ,/。」 
xo, hh 而 言 是 r 次 连续 可 微 的 , Gu 就 是 = 次 可 微 群 ;如 果 a(x, jp) 对 
x 和 js 而 言 是 解析 的 , G,。 就 是 局 部 Lie 群 ,由 此 可 见 ,我 们 根本 无 须 
像 流 形 的 古典 定义 那样 为 开 域 之 间 的 映射 是 否 与 开 域 上 的 局 部 函数 
相 容 而 操心 。 在 我 们 这 里 , 群 G 是 直接 从 局 部 物理 定律 生成 , 相 容 性 
是 毫 无 疑问 的 。 
Gu 任何 一 个 元 素 在 a(U) 和 q'(U) 上 的 表示 为 
,= 。ー 9 
ーー om 
必须 指出 , 任 给 ZE T(U), 从 Z 的 特征 线 方程 得 到 的 只 是 一 个 
独立 的 单 参 数 子 群 ,根据 常 微 分 方程 组 解 的 存在 唯一 性 定理 , 解 只 在 


(uu )} = $8 (6-66) 
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ee 


过 x 的 一 条 特征 线 上 局 部 存在 ,由 于 T(U) 是 FF 线性 的 ,不 同 的 Z 
生成 的 单 参数 子 群 一 般 是 互相 不 连通 的 ,不 能 从 T(U) 生成 G 的 局 
部 子 群 Gi .而 对 于 任何 XE 9(CM), 从 X 的 特征 线 方程 也 可 以 得 到 
局 部 单 参 数 子 群 , 令 群 参数 变动 ,从 g(U) 的 所 有 元 素 生 成 的 单 参 数 
子 群 都 与 单位 元 连通 , 可 以 生成 局 部 子 群 Cu 。 群 的 任何 群 元 可 以 从 
它 的 局 部 子 群 得 到 , 具体 做 法 是 :在 单位 元 开 域 U 上 求 出 局 部 子 群 


Wi ES (6-67) 
适当 选取 1 ,ji, 使 得 x,， と U, 以 

Klin Sn (6-68) 
为 初始 条 件 , 求 解 方程 6- 54, 得 

z= | (6-69) 


6-69 就 是 x, 邻 域 V 上 的 局 部 子 群 ,再 适当 选取 1,, ヵ 。, 使 得 x。 E 
V ,又 可 以 以 

だ ub = (6-70) 
为 初始 条 件 求 出 x。 开 域 W 上 的 局 部 子 群 , 如 此 反复 进行 下 去 , 则 结 
构 群 的 任何 群 元 可 以 从 一 系列 局 部 子 群 的 群 元 生成 ， 

«= |[u, EC (6-71) 


一 般 地 我 们 不 一 定 能 直接 生成 任何 wx C G, 但 是 我 们 总 可 以 直 
接生 成 局 部 单 参数 子 群 , 所 有 互相 连通 的 局 部 单 参数 子 群 构成 局 部 
子 群 ,然后 由 上 式 生成 x。 由 于 特征 线 的 概念 与 流 形 是 否 可 积 无 关 ， 
本 章 叙 述 的 求 局 部 Lie 子 群 的 方法 对 可 积 流 形 和 不 可 积 流 形 同 样 适 
用 。 

命題 6-4:g(M) 的 维 数 等 于 G 的 维 数 。 

证 明 : 我 们 是 从 9 的 表示 生成 g(M) ,又 从 g(M) 生成 G。 但 是 0 
的 维 数 就 是 G 的 维 数 , 所 以 g(M) 的 维 数 等 于 G 的 维 数 .e(M) 与 
T(M) 之 间 相 差 一 个 满 秩 变换 ,因此 了 (M) 作为 一 个 Fe 线性 空间 
的 维 数 也 等 于 G 的 维 数 ,证 完 。 
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如果 6-54 的 右 端 还 是 上 的 函数 , 即 


dr 

ーー=f 6-72 
i (t,x, Eg) (6-72) 
x | -= xo = frd,z5, Zo | (6-73) 


6-72 是 所 谓 非 定常 系统 , 它 的 解 一 般 不 具有 定常 系统 的 群 性 
质 , 无 法 求 出 对 应 的 单 参数 可 交换 子 群 ,其 对 应 的 流 形 不 是 局 部 欧 氏 
的 。 我 们 感 兴趣 的 是 一 种 特殊 的 非 定 常 系统 : 


ニア (rg) ず ( の (6-74) 
称 6-74 为 可 分 离 变 量 的 。 作 变换 

r= 8) FE = $1) (6-75) 
则 = ア (rr) を () (6-76) 
所 以 = f(x,p) (6-77) 
* ま sy 三 (6-78) 

这 样 就 把 非 定 常 系统 变 为 定常 系统 。 设 6-77 的 解 为 
T= u(xo Th) = wrxo, A(t), pg) (6-79) 


如果 ぁ (z) 是 周期 函数 , 则 解 6-79 是 周期 的 。 
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作用 在 两 个 流 形 之 间 的 映射 是 下:O 一 M, 与 x € G 不 同 , 下 无 
例外 地 作用 于 O 和 M 的 所 有 对 应 开 域 上 ,下 . 无 例外 地 作用 于 逆 变 
张 量 在 所 有 对 应 开 域 的 局 部 限制 上 , F“ 无 例外 地 作用 于 协 变 张 量 
在 所 有 对 应 开 域 的 局 部 限制 上 。 


7-1 


如果 下 是 同 逐 , 把 所 有 m 维 流 形 之 间 的 同 胚 映射 的 集合 记 为 
Diff = 1F,H,…|, 显然 Diff 的 元 素 具 有 性 质 2-3 至 2-6, 因 此 Diff 
构成 群 。 忆 ,具有 人 性质: 

1 .线性 

F,(aX+bY)= a(F.X)+b(F, Y) 
X,Y EQoM) a,bER (7-1) 

2. 与 Lie 括号 对 易 
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| (7-2) 
3. 对 接连 两 次 映射 F,H € Diff 
(FH). = F.H. (7-3) 


F. 就 是 作用 在 a( M) 上 的 Jacobi 变换 矩阵 的 逆 , 上 述 性 质 1 和 
3 说 明 下 ,恰好 是 群 元 下 以 ga(M) 为 表示 空间 的 群 表示 。 
类 似 地 有 对 偶 映射 F"( 拉 回 映 射 )。F" 具有 性 原 
1 .线性 
F(aw + の) = auaF ao)+sCF 0) 
eo, の と qa'(M) ubER (7-4) 
.与 外 积 对 易 
F'(wA0)=F"wAF'0 (7-5) 
.与 外 微分 对 易 
F'dw= dF ow (7-6) 
.对 接连 两 次 映射 F,H € Diff 
(FH)” = F'H' (7.7) 
が ”恰好 是 群 元 下 以 9 ( M) 为 表示 空间 的 群 Diff 的 表示 。 我 们 
称 与 G 有 关 的 流 形 性 质 是 几何 性 质 , 与 Diff 有关 的 流 形 性 质 是 拓扑 
性 质 。 如 果 映 射 下 不 是 同 胚 , 上 述 性 质 7-1 至 7-7 仍然 成 立 ,但 是 映 
射 的 逆 和 恒 等 映射 都 不 存在 , 这 样 的 映射 的 集合 不 构成 群 而 是 构成 
所 谓 半 群 。 
命题 7-1: 设 9 张 成 流 形 M 上 的 a (M), 8 张 成 代表 流 形 O 上 
的 a (O), 且 有 


ト っ 


し っ 


~ 


df = FC AG (7-8) 
则 存在 光滑 映射 下 :O 一 M 的 充分 必要 条件 是 
dy = FC A bhk=b2,m (7-9) 


而 且 任 何 两 个 这 样 的 映射 F 和 下 , 只 相差 M 或 O 上 的 一 个 右 移动 。 
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证 明 : 设 流 形 M 的 G 连通 微分 方程 子 集 是 维 的 , 而 流 形 O 上 
的 G 连通 微分 方程 子 集 是 m 维 的 ,n 之 み , 在 数 ⑳O 上 考 虚 ヵ + ァ 
條 自 変量 的 Pfaff 方程 组 
の = の ヴーヴ ツ i=1,2,.…,m (7-10) 
由 于 〆 是 处 处 线性 无 关 的 ,所 以 y 也 是 处 处 线性 无 关 的 。 这 个 方程 
组 给 出 了 M WO 上 的 m 维 平面 场 , 因为 


dy =- テ C( の 人 びー A) 


=ー テ (の 人 の ー ツ 人 び ) (7-11) 


三 0 mod(y',*…, の ") 
根据 Frobenius 定理 , 方程 组 7-10 是 完全 可 积 的 。 因 此 对 任意 一 点 
(z,y)E MO 存在 xz 的 邻 域 U 上 的 局 部 坐标 系 | x ,a = 1,2,…， 
n| 和 y 的 领域 V 上 的 局 部 坐标 系 1y ,j = 1,2,…, m1 ,使 得 方程 组 
7-10 在 UV 上 有 唯一 的 一 个 积分 流 形 
の (メレ ュー リィ テ ョ ッッ”) = .0 (7.12) 
经 过 点 (z,y), 其 中 zxE U,y V。 
由 于 ぴ (』 = 1,2,…, m) 是 线性 无 关 的 ,我 们 有 m 个 线性 无 关 
的 解 w ,从 7-12 可 以 解 出 
y= f(r ze) = 1,2,.…,m (7-13) 
这 就 是 映射 下 : U 一 V, 如 果 M 和 O 是 物理 流 形 , 同一 个 流 形 上 的 所 
有 局 部 物理 定律 相同 ,7-13 就 是 下 ; M 一 O。 反 之 如 果 映 射 下; M -> 
O 存在 ,从 F” 的 性 质 2 容易 正明 7-9 成 立 。 
设 F, 和 F, 是 从 7-10 求 出 的 两 个 不 同 的 映射 
Fy = f(r ,x oz) (7-14) 
F,:y = f(r ,rx ,x") (7-15) 
如 果 y= yp yt ,| 和 y= 2, …。 ッ 2 分別 是 弁 域 V, 
和 V, 上 的 局 部 坐标 , 按照 我 们 关于 流 形 的 定义 , 必然 存在 ui, z。 と 
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(Cr， Ui 和 むっ 分 别 把 V, 和 V ， 映射 到 观测 空间 ， 得 到 u(t(V,) 和 
u2(V;)。 由 可 观测 性 定义 , 必然 存在 vE G 把 x(w) 映射 到 


ut V,) 

u = ui Vu: = が (jj YT ) (7-16) 
因此 92 = uy (7-17) 
或 F,(x) = uF(z) (7-18) 
最 后 得 到 F, = uF, (7-19) 


从 7-8 和 7-9 还 可 以 看 出 :尽管 定义 流 形 O 与 M 的 C 连通 微分 方程 
子 集 的 维 数 可 以 不 同 , 但 是 O 与 M 的 结构 群 的 维 数 必然 相同 , 否则 
它们 之 间 不 存在 光滑 映射 .可见 , 流 形 的 维 数 既是 几何 性 质 又 是 拓扑 

与 命题 7-1. 类 似 的 一 个 定理 的 证 明 见 文献 [6]。 

此 外 , 从 对 偶 性 可 以 直接 得 到 

命題 7-2: 设 X 张 成 流 形 M 的 a( M), Y, 张 成 代表 流 形 O 的 


a(O 〇 ), 且 有 

LY (7-20) 
则 存在 光滑 映射 下:O -> M 的 充分 必要 条 件 是 

[X,, XJ]= CiIX, CER (7-21) 


在 具体 求 映射 下 :O 一 M 之 前 ,我 们 必须 先 给 出 下 的 定位 和 定 

癌 。 所 请 映射 下 的 定位 指 的 是 确定 M 和 O 对 应 开 域 上 的 一 对 对 应 

点 o 若 |z"| 和 1y | 分 别 是 M 和 O 上 的 某 个 局 部 坐标 , 定位 即 是 给 
定 : 

当 ッ =% 时 x* = 2 「 729) 

这 里 a 的 取 值 范围 是 [1,2,…, n],n 是 G 连通 子 集 #$ 的 维 数 , 它 不 一 

定 等 于 流 形 的 维 数 m 。 按 照 定 义 , 下 ,作用 在 9(O) 和 a(M) 的 任意 

一 对 对 应 矢量 上 ,或 者 说 一 对 对 应 矢量 足以 确定 下. 。 所 谓 定向 就 是 

在 定位 指出 的 M 和 O 的 开 域 上 指定 一 对 对 应 矢量 。 如 果 随 意 指定 两 
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对 矢量 , 求 出 两 个 映射 下 , 和 下 ,, 命题 7-1 告诉 我 们 , F, 和 下 ,只 相差 
一 个 右 移动 。 由 于 物理 流 形 上 的 物理 量 是 局 部 相同 的 ,对 于 M 上 的 
一 个 研究 局 部 物理 量 的 观测 者 来 说 , F, 和 F, 没有 区 别 。 同 样 , 指定 
不同 的 定位 ze 和 y 得 到 不 同 的 映射 ,它们 对 M 上 的 一 个 研究 局 部 
物理 量 的 观测 者 来 说 也 是 没有 区 别 的 。 令 


ps 六 Ey (7-23) 
从 a(0O) 上 任 取 矢 量 Y, 
の か 下 (7-24) 
可 以 取 定 向 为 Y 一 X, 这 样 我 们 所 求 的 映射 F:O 一 M 是 由 定位 
ya > ze (7-25) 
和 定向 Y—X (7-26) 
所 决定 的 。 


假定 我 们 已 知 流 形 上 一 个 矢量 X, 在 映射 下 被 确定 之 前 并 不 能 
确定 流 形 的 维 数 。 但 是 从 第 六 章 知道 ,我 们 可 以 从 维 数 公 式 确定 若干 
个 可 以 有 ヵ 维 表示 的 Lie 代数 。 设 9 是 这 些 Lie 代数 中 的 一 个 , A, 是 
这 个 m 维 Lie 代数 @ 的 m 维 伴随 表示 ,根据 命题 6-1, 


A AE (7-27) 
9y 
张 成 Lie 代数 a( O 〇 )。 令 
の 
= メア = の 大 “ER (7-28) 
指定 定向 Y -> X, 那 么 从 
FE,(X) = Y (7-29) 
dy 9 。 9 
可 得 a? ーー ュー ェ の ーー y= 1.2。…。 な (7-30) 
dr y dy 
た 
于 是 有 ， a = (7-31) 


adr” 
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7-31 是 m 个 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 ,如 果 映 射 下 存在 ,7-31 有 形 如 
Gy ys TT ,TL ) = C0 
一 0 mn (7-32) 


的 隐 函 数 解 , 函数 答 阵 全- 的 秩 为 m， 
9 9 站 让 


ay 有 に 1 Ey ピー 2 が (7-33) 
7-31 等 价 于 
k 
に RE A LG (7-34) 
dy dx’ dy 
或 a’” っ + が = 0 (7-35) 
dz ay 


7-35 是 关于 の 的 m 个 完全 相同 的 齐 次 线性 偏 微分 方程 , 其 特征 线 方 
程 为 


dz' == dr = *%e = dr ーー コ dy = dy Sm ee = dy 
al(z) (zx) (xz) どど 玉 が 
(7-36) 
上 式 中 
a i ] た 
dr dr 和 -dy = a Bjk (7-37) 


a'(z) ar) bb 
不 是 我 们 需要 的 ,因为 它们 的 首次 积分 中 只 包含 变量 z 或 变量 y。 从 

dz = dy 和 dz dy 

6 ( ヶ ) の 6 (xz) の 
容易 得 到 7-37, 所 以 7-38 的 两 个 式 子 里 只 有 一 个 是 我 们 需要 的 。 最 
后 得 到 


7 ん (7-38) 


dz _ _dy 对 应 指标 不 求 和 (7-39) 
g (x) な (y) 


7-39 共有 min(n, m) 个 方程 .经常 遇 到 的 情况 是 n 宇 m,m 个 
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方程 的 方程 组 7-39 的 线性 无 关 的 首次 积分 不 会 超过 介 。 如 果 最 
多 可 以 得 到 m 个 线性 无 关 的 首次 积分 P , 则 流 形 M 和 O 的 维 数 就 
是 m, 结构 群 的 Lie 代数 是 ヵ 维 的 。 我 们 可 以 从 定位 确定 7-32 中 的 
m 个 常数 C ,然后 解 出 y ,这样 就 求 出 了 映射 下 ,微分 可 以 得 到 下 的 
Jacobi 知 隆 。 如 果 7-39 的 首 次 税 分 的 全数 不 等 子 m, 那 就 说 明 我 们 选 
拝 的 Lie 代数 是 不 合适 的 。 


如果 m < 过 nn, 下 的 Jacobi 和 矩阵 J= .25 是 mm 秩 n x m 矩阵 , FF 


Er 
不 存在 。 我 们 仍旧 可 以 从 7-27 定义 的 Y 生成 X span g(M )。 令 
0 
X= J (7-40) 
则 F(X}= Y, (7-41) 
或 の > = [Aly = の (7-42) 
て 


上 式 中 是 一 个 n x m 未知 短 降 22 是 一 个 mm x ヵ 巳 知 短 降 , 


是 一 个 m x m 已 知 矩 阵 , 这 个 问题 可 以 用 求 广义 道 的 方法 解决 。 
如 果 m = n, 且 f= F' 存在 ,F 是 微分 同 胚 映射 ， 


Ce ) (7-43) 
re C.C; (7-44) 
る Fb2 (7-45) 
是 映射 下 的 Jacobi 矩阵 。 则 的 逆 映 射 的 Jacobi 矩阵 是 
w ーー -1 dz' 
Ee [7 (7-46) 
有 (7-47) 


从 7-43 至 7-46 可以 看 出 , 当 J 可逆 時 和 上 三 ! 既 可 以 表示 为 >* 的 
哨 数 生 降 , 又 可以 表示 妨 y 的 函数 矩阵 。 
如 果 J 还 满足 


56 项 尔 伯 符 第 六 问题 引 论 


J 或 了 (7-48) 
则 下 分 别 是 复 的 或 实 的 等 距 微 分 同 胚 ,这 里 表示 JJ 的 共 都 特 畳 知 
阵 , J]” 表示 J 的 转 署 窍 阵 。 
已 知 映射 下 ,就 可 以 把 Y と 9(O) 映射 到 8(M) 上 去 ， 


F.(X)=Y, (7-49) 
メラ ルー [4J = (7-50) 
由子 可逆 从 7-50 可 以 直接 算出 X 的 基底 矩阵 , 这 样 就 生成 了 


a(M)。 
无 论 光滑 映射 F 是 不 是 微分 同上 是, 从 对 易 子 的 性 质 可 得 
F.[Y, Y= GPF. Y= [F. Y,F,Y]=[X,X]= CX 


(7-51) 
所 以 1X;} 张 成 M 上 的 Lie 代数 。 还 可 以 把 YE 9 (0) 映射 到 
9 (M) 上 去 ， 
の = の = gd が (7-32 ) 
从 外 微分 和 外 积 的 性 质 可 得 ， 


Fd = d(F" の ) =d9 =- FF' (CO 人 の ) 
= CFO A FG = CY A (7-53) 
所 以 9 是 M 上 的 Maurer-Cartan 形式 。 
研究 一 下 流 形 上 的 物理 量 和 群 表示 在 F,O -> M 的 作用 下 的 行 
为 是 有 益 的 。 设 


二 二 
一 a 


gr” 

是 流 形 M 的 任何 开 域 U 上 的 一 个 矢量 ,用 ,把 多 映射 到 Pp” 上 去 ， 
の 
dr 


(7-54) 


| 


(7-35) 
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全 F 把 X 映射 到 代表 流 形 O 的 
Flu (X)] = a lu. J 3 = Y (7-56) 


我 们 还 可 以 用 另 一 种 方法 完成 这 个 映射 , 那 就 是 先 用 下 把 XX 从 M 的 
开 域 U 映射 到 O 的 对 应 开 域 V, 再 用 wv, 把 Y 从 开 域 V 映射 到 OO 的 
P” 上 去 


0 
NpL あら -a 7 ay 


。 gy ミニ 
= a [v。 ]: の Y (7-37) 
物理 量 是 唯一 的 ,两 式 比较 可 得 
> 

[we 了 = se (7-58) 
由 此 式 可 以 看 出 , 我 们 在 前 面 选择 的 定位 和 定向 只 是 为 了 确定 两 个 
流 形 的 结构 群 上 的 一 对 对 应 元 素 的 表示 而 已 。 考虑 到 求 出 的 映射 
F, = 一 个 左 移动 或 右 移动 , 不 论 用 什么 方法 , 只 要 
能 得 到 两 个 流 形 结构 群 的 任意 对 应 元 素 u 和 w 的 表示 [u.]? 和 
[wv. ,就 可 以 利用 7-58 求 出 映射 下 , 。7-38 写成 矩阵 形式 为 
[ws Jv (7-59) 
上 式 中 [wu. ] 是 nxn 和 矩阵 ,[v,] 是 m xm 和 矩阵 ,J 是 n x m 和 矩阵。 
如 果 m = nn, 且 J 可逆, 则 


lv。] = アア 「[g.]J (7-60) 
如果 F 还 是 等 距 微分 同 胚 , 有 
[v.]=J° [wu,] (7-61) 


可 见 ,如 果 FF 是 微分 同 胚 , M 上 G 的 表示 [u. ] 与 O 上 G 的 表示 
Lv. ] 是 等 价 的 ,用 G(M) 表示 M 上 的 结构 群 , G(O) 表示 O 上 的 
结构 群 ,由 于 [wu, ] 和 [v. ] 都 是 矩阵 群 ,从 7-60 可 以 得 到 
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有 二 [二 全 下 


っ り 。 と G(O) kx . EE GCM) (7-62 ) 
可 見 7:G(O) 一 G(M) 保持 了 和 矩阵 群 上 的 乘法 ,是 矩阵 群 之 间 的 同 
构 映 射 。 


只 要 M(G,$) 和 0O(G,o) 同 构 , 按 照 命题 7-1 和 7-2, 存在 一 个 
光滑 映射 下 ;:O 一 M。 由 于 两 个 G 连通 子 集 上 和 o 可 以 具有 不 同 的 维 
数 ,F 不 一 定 是 微分 同 胚 。 

定义 7-3: 设 流 形 O 和 M 同 构 , 且 存在 微分 同 肝 下:O 一 M, 就 
说 M 和 0O 同 胚 同 构 。 

显然 , 同 胚 同 构 具 有 对 称 性 , 自 反 性 和 传递 性 。 根 据 7-60, 如果 
M 与 O 同 胚 同 构 , 则 作用 在 g(M) 和 q(O) 上 的 群 表示 等 价 。 

任 给 流 形 M(G,$) 和 下 € Diff, 其 中 Diff 是 本 章 前 面 定 义 的 
群 , 则 M(G,F($)) 与 MGCG,g) 同 胚 同 构 。 我 们 称 微分 方程 上 = 0 
与 F($) = 0 是 Diff 连通 ( 读 作 D 连通 ) 的 ,或 M(G,F(g)) 与 
M(G,$) 是 Diff 连通 的 , 称 所 有 Diff 连通 的 流 形 的 集合 为 一 个 同 
肛 流 形 東 。 対 竹 一 全 由 若干 拓 払 性 原 決定 的 同 豚 流 形 東 , 我 伯 忠生 希 
望 找到 一 个 易于 求解 的 代表 。 找 到 并 且 解 出 这 个 代表 之 后 , 对 于 这 个 
流 形 束 中 的 任何 物理 问题 , 剩 下 的 就 是 求 一 个 微分 同 胚 映射 了 。 显 
然 , 有 多 少 不 同 构 的 Lie 代数 就 有 多少 流 形 東 , 如果 毎 一 條 流 形 東都 
有 一 个 代表 被 完全 解 出 ,我 们 就 解决 了 所 有 的 物理 问题 。 令 一 个 流 形 
束 中 所 有 流 形 的 单位 元 开 域 上 的 微分 方程 的 集合 为 更 , 我 们 可 以 由 
此 定义 一 个 超 流 形 或 束 流 形 : 

定 叉 7-4: 同 朋 東 流 形 P 是 一 條 偶 対 P:(D:/, 立 )。 

P 一 般 地 不 是 物理 流 形 , 它 不 满足 第 一 协 变 公 理 而 满足 第 二 协 
变 公理 。 满 足 第 二 协 变 公理 的 流 形 的 所 有 开 域 上 的 局 部 微分 方程 是 
不 相同 的 ,这些 局 部 微分 方程 构成 一 个 Diff 连通 子 集 , 因 此 P 在 局 
部 上 是 不 可 观测 的 ,但 是 在 P 的 观测 空间 上 我 们 仍然 有 相同 的 观测 
效果 ,因为 P 上 的 物理 量 在 观测 空间 中 的 像 是 由 同一 个 Diff 连通 子 
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集 拼 接 而 成 的 ,所 以 已 是 整体 可 观测 的 。 

尽管 同 胚 束 流 形 P 的 结构 群 Diff 与 流 形 M 的 结构 群 G 在 切 空 
间 上 的 作用 是 相同 的 。 但 是 它们 之 间 有 很 大 的 不 同 , 比较 第 六 章 和 第 
七 章 我 们 看 到 , 主要 的 不 同 在 于 Diff 和 6G 是 以 不 同 的 方法 生成 的 。 
研究 同 胚 束 流 形 的 目的 是 寻找 一 组 足以 确定 一 个 流 形 束 的 拓扑 性 
质 ,用 以 判断 某 个 给 定 的 流 形 是 否 同 胚 同 构 于 一 个 特定 的 、 已 解 出 的 
代表 流 形 。 

定理 7-5(M. Obata) : 在 緊 的 、 可 定 向 流 形 M 上 存在 一 个 到 球面 
O 的 同 胚 映射 的 充分 必要 条 件 是 :存在 非常 数 函数 ゅ 使 

A の = の (7-63) 

存在 非常 数 函数 満足 7-63 说 明 流 形 M 是 可 积 的 。 我 们 有 

命题 7-6: 可 积 是 拓扑 性 质 。 

我 们 知道 可 积 的 微分 方程 经 过 一 个 微分 同 胚 映射 后 仍然 可 积 ， 
所 以 可 积 是 拓扑 性 质 。 

命題 7-7: 存 在 非常 数 函 数 满足 7-63 是 拓扑 性 质 。 

证 明 ; 设 流 形 M 到 流 形 O 的 等 距 微分 同 胚 映 射 为 下 ;O -> M ,由 
于 A 算 子 和 常数 1 都 是 不 变 算 子 

FAB = AF'® = NF (7-64) 

或 Ag = Ag g=F'@® (7-65) 
可 见 ,与 M 等 距 同 胚 的 流 形 O 上 存在 非常 数 函 数 g 使 7-65 成立 。 所 
以 ,存在 非常 数 函 数 使 7-63 成 立 确 实 是 拓扑 性 质 。 证 完 。 

因此 , 从 Obata 定理 可 以 推论 具有 拓扑 性 质 : 緊 致 、 可 定 向 、 可 
积 、 存 在 非 零 函数 满足 7-63 的 流 形 M 必 等 距 同 胚 于 球面 O, 或 者 说 ， 
所 有 紧 致 \ 可 定向 \ 可 积存 在 非 零 函数 满足 7-63 的 流 形相 互 同 豚 同 
构 。 如 果 我 们 解决 了 m 维 球面 上 的 物理 问题 ,就 解决 了 这 个 m 维 同 
胚 流 形 束 中 所 有 的 物理 问题 。 

夫 似 地 ,如果 两 个 同 构 流 形 之 间 的 映射 不 是 微分 同 胚 , 就 说 这 两 
个 流 形 同 伦 同 构 。 我 们 同样 可 以 定义 同 伦 流 形 束 和 同 伦 束 流 形 的 概 
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念 。 人 研究 同 伦 束 流 形 的 日 的 是 寻找 一 组 足以 确定 一 个 同 伦 流 形 束 的 
伦 型 性 质 , 用 以 判断 某 个 给 定 的 流 形 是 否 同 伦 同 构 于 一 个 特定 的 代 
表 流 形 。 同 伦 映射 是 Lie 代数 之 间 的 同 态 , f., :g(O") 一 g(M"), 映 射 
的 逆 和 恒 等 映射 都 不 存在 , 因此 同 伦 映射 不 构成 群 , 而 是 构成 所 谓 半 
群 , 对 应 的 束 流 形 也 不 是 我 们 所 定义 的 微分 流 形 ,我们 称 之 为 微分 半 
流 形 。 

定义 7-8: 称 所 有 间 构 的 物理 流 形 构成 的 集合 为 一 个 物理 世界 。 
按照 命题 7-1, 不 同 构 的 流 形 之 间 不 存在 光滑 映射 ,因此 不 同 的 物理 
世界 之 间 不 存在 光滑 映射 。 

按照 定义 ,两 个 流 形 之 间 的 可 观测 性 取决 于 它们 之 间 是 否 存 在 
光滑 映射 。 设 有 两 个 流 形 MM:(G(o」), の ) 和 NN:(G(@),$), 它们 的 
结构 群 分 别 由 不 同 构 的 Lie 代数 % 和 生成 。 如 果物 理 量 の 在 M 上 
是 可 观测 的 , 则 除非 @ 是 常数 , @ 在 N 上 是 不 可 观测 的 。 结 论 是 极为 
有 趣 的 :结构 群 互 不 同 构 的 两 个 物理 世界 是 互相 不 可 观测 的 ,我 们 可 
以 构造 互相 不 可 观测 的 流 形 或 平行 的 物理 世界 , 一 个 在 M(G(e, )， 
ぁ ) 上 的 观测 者 看 不 见 N(G(q。), ぁ ) 上 发 生 的 物理 事件 , 虽然 他 们 处 
在 同一 个 几何 空间 中 , 甚至 可 以 有 相同 的 局 部 物理 定律 。 若 N : 
(Hi, $8) 和 NN;:(H,,$) 为 M:(G,$) 的 两 个 不 同 构 的 不 变 子 流 形 ， 
显然 Ni 和 N: 是 互相 不 可 观测 的 。 但 是 M 上 的 一 个 观测 者 却 可 以 同 
时 观测 到 N, 和 N。 上 发 生 的 物理 事件 。 如 果 两 个 物理 世界 的 结构 群 
各 有 一 个 同 构 的 子 群 , 则 它们 之 间 是 部 分 可 观测 的 。 

假如 两 个 流 形 M 和 同 构 , 一 定 存在 光滑 映射 下 ; M -> N。 如 
采 下 还 是 一 个 微分 同 胚 , 则 M 和 NN 是 互相 可 以 观测 的 。 如 果 下 不 是 
微分 同 肛 ,例如 m = dim(M) < n = dim(N), 则 我 们 可 以 用 下 把 
AM 上 的 协 变 张 量 映射 到 N 上 去 ， 


-| J 
3y dy w= wdr eg (AM) (7-66) 


Fw=a, 
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j= 1.2。…。 a = 1.2,…, ヵ 

这 里 jz | 和 iy 1 分 别 是 M 和 N 上 的 对 应 坐标 ,由 于 下 不 是 微 

分 同 胚 ,逆向 的 映射 是 不 存在 的 .同样 ,我 们 可 以 用 下, 把 N 上 的 逆 
变 张 量 映 射 到 M 上 去 ， 


di 2 
rr 
= の ーー と a(A) (7-67) 
dr 


逆向 的 映射 也 是 不 存在 的 。 这 意味 着 一 个 在 N 上 的 观测 者 可 以 看 到 
AM 上 的 协 变 张 量 ; 而 一 个 在 M 上 的 观测 者 却 不 能 看 到 N 上 协 变 张 
量 . 对 逆 变 张 量 则 有 相反 的 结论 。 
那么 , 如果 F:M 一 N 是 等 距 微 分 同 胚 , M 和 NN 是 否 一 定 可 以 
互相 观测 呢 ?我 们 知道 任何 Lie 群 的 酋 表 示 有 两 个 互相 不 连通 的 分 
支 u。 和 . 
det[u:]=1 (7-68) 
det[ ww . ] = ニー (7-69) 
因此 , uw! 连通 的 微分 方程 子 集 % 入. 连通 的 微分 方程 子 集 
$ 之 间 是 不 连通 的 ,换言之 , 一 个 物理 世界 可 以 分 解 为 互 为 镜像 、 互 
不 连通 的 两 部 分 。 我 们 称 z: 对 应 的 分 支 是 阳 分 支 ,uw。 对 应 的 分 支 
为 阴 分 支 。 这 两 个 分 支 之 间 存 在 光滑 映射 , 那 就 是 空间 反 演 。 但 是 空 
间 反 演 是 不 能 从 g(M) 生成 的 , 所 以 互 不 连通 的 两 部 分 在 一 般 情况 
下 是 互相 不 可 观测 的 , 除非 我 们 能 够 生成 空间 反 演 。 可 见 , 如 果 流 形 
的 结构 群 是 多 连通 的 ,我 们 可 以 把 流 形 分 割 为 多 个 子 流 形 来 研究 , 因 
此 可 以 认为 我 们 所 研究 流 形 都 是 单 连通 的 。 
求 M 的 结构 群 时 , 如 果 已 知 同 胚 映射 F:O > M, 可 以 直接 从 
O 的 结构 群 通过 映射 得 到 M 的 结构 群 , 把 7-44 简写 为 
x = F(y,C) (7-70) 
将 6-41 代入 得 
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の 
设 定位 为 当 上 = 0 时 


X= Xo y= Yo 
从 7-70 可 得 
Xo Fl( yo. C) 


解 出 % 代入 7-71 就 可 得 到 所 要 的 局 部 群 元 。 


(7-71) 


(7-72) 


(7-73) 
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尽管 结构 群 可 以 有 很 多 种 表示 , 我 们 最 感 兴趣 的 是 结构 群 的 首 
表示 和 么 正 表示 ,在 第 六 章 中 我 们 已 经 求 出 了 结构 群 的 表示 , 现在 我 
们 要 求 出 结构 群 的 酋 表示 。 在 本 章 中 我 们 假定 m = nn, 下 是 微分 同 
胚 ,[u.j] 是 G 在 a(M) 上 的 不 可 约 表示 ,[v. ] 是 G 在 a(O) 上 的 不 
可 釣 表示 。 

命題 8-1: 如 果 [?. ] 是 芮 表示 , 当 且 仅 当 下 :O -~ M 是 等 距 微分 
同 胚 的 时 候 , [wu. ] 也 是 酋 表示 。 


证 明 : 由 7-60 

Le Tv (8-1) 
得 到 [xs = (7) [vy.] CD (8-2) 
和 Lu = ルッ 1 (8-3) 
如果 [v.] = [5。 J: = J (8-4) 
则 8-2 和 8-3 的 右端 相 等 , 因 此 有 

[zj = [wu.]’ (8-5) 
友之 若 [?。] = [uv (8-6) 

Lg。」 = [gk。] (8-7) 
成 立 , 则 

Joes よ りき 0 の 5。 ド た (8-8) 
或 [v. JJ* J = J JLo.] (8-9) 


由 [wv. ] 是 不 可 约 表 示 , 根据 Schur 引 理 5 7* 也 必 为 单位 矩阵 的 党 
数 倍 , 不 失 一 般 性 , 令 
j=$ 或 fs 证 完 。 (8-10) 
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任 给 矢量 メ = 〆(r) 7 (8-11) 
其 特征 线 方程 为 
ーー = g( ェ ) (8-12) 
| (8-13) 
从 8-12 和 8-13 可 以 求 出 特征 线 
a (8-14) 


关于 x。 微分 8-14, 可 以 求 出 单 参数 子 群 的 一 个 表示 9 万, 如 果 流 形 


是 二 阶 以 上 可 微 的 ,微分 算 子 扩 与 3x 是 可 交换 的 ,微分 8-12 


d 97 92g(x) gr: 


dz 24 3 It (8-15) 
今生 降 A = [5] (8-16) 
把 8-14 代入 a (x) = a (x(xo,1)), 令 函数 矩阵 

A = (8-17) 
把 8-15 写成 矩阵 形式 

学 = A(it)A (8-18) 

在 小 二 二 (8-19) 


这 是 线性 齐 次 常 微分 方程 组 ,由 于 det(A) 关 0,A 必 为 8-18 的 基 解 
和 矩阵。 

命題 8-2: 若 知 降 A(z) 是 反 Hermite 和 矩阵 , 则 8-18、.8-19 的 一 个 
基 解 矩阵 是 商 矩 阵 。 

证 明 : 用 共 斩 转 置 算 子 作 用 于 8- 18 得 到 
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コー =474"( の = ニー41 A(/) (8-20) 
联 立 8-18 和 8-20 
证 过 让 _ dA, 
一 (A dr 一 A(t) 二 可 4 (8-21 ) 
或 2 =0 => 4:A=C (8-22) 
由 于 Ca A EA EC (8-23) 


所 以 C 是 常数 Hermite 矩阵 。 从 齐 次 线性 常 微分 方程 组 的 理论 ”我 
们 知道 , 如果 B 是 任意 非 奇异 常数 和 矩阵, 则 Ag 也 是 基 解 矩阵 , 我 们 
布 望 取 适 当 的 使 得 [. ] = Ap 是 将 知 降 , 


[gz。]' [kz。] =8 (8-24) 
从 8-23 知道 ,8-24 成立 的 充分 必要 条件 是 対 某 一 條 :。 有 

Lz。(/。)] [wx.(to)] = (8-25) 
如 果 我 们 取 

B= A (2) (8-26) 

[u.]= A(t)A (Ci) (8-27) 


则 8-27 满足 8-25, 而且 8-27 仍然 是 8-18 的 基 解 矩阵 ,8-27 就 是 我 
们 所 求 的 酋 表 示 。 如 果 是 求 代表 流 形 O 上 结构 群 的 将 表示 , 8-18 中 
的 A 是 常数 矩阵 , 从 

(2 の) = の (ニー タニ (の) (8-28) 
直接 可 以 得 到 结论 :如 果 A 是 反 Hermite 矩阵 , 那么 结构 群 的 表示 
[v, ] = e” 是 芮 表示 。 证 完 。 

设 A, € A(g), (A, span 4(g9)7 = 1,2,…,m) 是 4 的 表示 , 则 

A, 满足 

[A,,A]= GCA, CER (8-29) 
定义 A(g) 的 转 置 共 罗 代数 A， (9), 任 何 A; で A’ (0),(A':span 
4 (9),j = 1,2,…,m) 满足 
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[A CA (8-30) 
8-30 是 直接 对 8-29 作 共 轿 转 置 得 到 的 。 
命题 8-3: A(a) 的 任何 一 个 元 素 必然 是 4' (q) 的 一 人 元素 , 反 


之 亦 然 。 
证 明 : 注 意 到 Lie 代数 是 线性 空间 ,因此 - A, 4(q), 信 
[- A, -A]= Di(-A) DER (8-31) 
或 [A,, A,] =- DaA， (8-32) 
Cs テー が (8-33) 


我 们 知道 一 组 结构 常数 唯一 地 决定 一 个 Lie 代数 。 把 8-33 代入 8-31 
并 且 与 8-30 比较 可 以 看 出 - A, 与 4; 的 对 易 关 系 有 相同 的 结构 常 
数 ,它们 张 成 同一 个 Lie 代数 , 而 - 4 是 A(g) 的 一 组 基底 , 所 以 ， 
A(g) 的 任何 一 个 元 素 必 然 是 A* (q) 的 一 个 元 素 。 证 完 。 

命题 8-4: 


(4-4「) (8-34) 


和 有 CD) = 二 LACD)-A (2)] (8-35) 


分 别 生 成 G 的 茜 表 示 [?. ] 和 [z. ]。 
证 明 :A4 是 反 Hermite 矩阵 , 从 命题 8-3 和 8-2 可以 得 到 Ac 
A(9), 且 


[?.] = ee (8-36) 
是 6(O) 上 的 商 表 示 。 
从 8-1 知道 
[zx.] = 三 fu.]J = J = eI] TA 
(8-37) 
但 是 [v’.] = ez«, [v”.] = eT (8-38) 


邊 9(O) 上 的 表示 ,J 是 矩阵 群 之 间 的 同 构 映射 , 所 以 


第 八 章 。 苗 表示 和 等 距 微分 同 肝 67 


2 Ia し 2 (8-39) 
和 Ts 7 (8-40) 
是 a(M) 上 的 表示 ,于 是 
[ule ta (8-41) 
是 g(M) 上 的 表示 , 
从 7 A(li)e ~ (8-42) 
di 本 a 和 
可 得 A4(7) = (8-43) 
和 4A(z) = eA: (8-44) 


[wx . ] 是 从 A(z) 生 成 的 ,A(1) 是 从 A 生成 的 ,[u. ] 是 一 个 表示 , 根 
据 命题 8-2,[z. ] 是 酋 表示 。 证 完 。 
这 祥 , 我 们 可 以 分 别 求 出 酋 表 示 [wv.] 和 [wu,]。 再 根据 命题 
8-1 ,利用 线性 矩阵 方程 
Jlu.]= [ov. J (8-45) 
求 出 等 距 微 分 同 肛 下 ，= J:a(M) 一 a(O), 进而 通过 映射 生成 
a(M)。 此 时 J 是 1 的 项 数 和 矩阵 。 
如 果 物 理 问 题 定义 在 复 流 形 上 , 以 上 我 们 已 经 求 出 了 M 的 结构 
群 的 酋 表 示 , 及 其 到 代表 流 形 的 等 距 微分 同 胚 。 如 果 物 理 问 题 定义 在 
实 流 形 上 , 我 们 首先 求 出 Lie 代数 g 的 实 形式 及 其 实 表示 "” ,这 时 A, 
と A(g), (A, span A(g) j= 1,2,…, m) 都 是 实 和 矩阵 , 以 上 各 命题 和 
公式 中 的 共 辆 转 置 都 成 为 转 置 ， 
A*=A- (8-46) 
对 应 的 芮 表示 成 为 么 正 表 示 , 复 等 距 微分 同 胚 成 为 实 等 距 微分 同 胚 。 
对 应 的 命题 和 公式 很 容易 得 到 , 不 再 袭 述 。 
我 们 再 次 指出 , T(M) 的 维 数 ヵ 与 局 部 微分 方程 的 维 数 n 不 是 
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一 回 事 。 在 我 们 关于 微分 流 形 的 定义 里 , m 可 以 不 等 于 nn。 但 是 如 果 
G 在 q(M) 上 的 表示 是 酋 表 示 , 按照 命题 8-1, 映射 下 是 等 距 微 分 同 
凸 ,下 的 Jacobi 是 mx 和 ma 可 闭 矩阵 ,所 以 一 定 有 和 = mo 在 这 种 情况 
下 , G 在 a(M) 上 的 表示 是 伴随 表示 。 

在 第 七 章 中 我 们 采用 的 定向 是 Y 一 X, 在 求解 实际 物理 问题 的 
时 候 经 常 遇 到 的 情况 是 已 知 上 的 一 介 ヵ 形式 ヵ 而 不 是 1 矢量 ,而 
目 一 般 y € T"*(M)。, 在 这 种 情况 下 如 何 求 映射 下 :O -> M 呢 ? 

首先 ,我 们 可 以 从 7 得 到 1 形式 


w = dx(7\ * 7) (8-47) 
假如 w ECE qa"(M), 8 满足 6-20, 我 们 可 以 取 定 向 0 > @ 
0=RhR BER 9 と qa'(O) (8-48) 
设 w= adr qa (NM) (8-49) 
则 a (8-50) 
的 解 是 一 个 单 参 数 子 群 
这 人 (8-51) 
设 0 = dy (8-52) 
也 生成 单 参数 子 群 
y = の ( ゅ o, の (8-53) 
设 w' span 9 (M) (8-54) 
の 三 の pi と (8-55) 
の span qa (O) (8- 56 ) 
の = の gz に (8-57) 


令 t 趋 于 0 容易 证 明 从 g" (MM) 和 q'(O) 的 任意 元 素 生成 的 单 参数 

子 群 互相 连通 , 因此 所 有 这 些 子 群 构成 M 和 O 的 结构 群 ， 我 们 可 以 

从 其 中 任何 一 对 对 应 群 元 出 发 求 映射 下 ,微分 8-51 和 8-53 可 以 得 到 
AQr” 


Lu ]， = 8 (8-58) 


2z6 
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[?" = 4 (8-59) 
d yo 
用 u 把 w 映射 到 P" 上 去 ， 
4 (w) = gz dd (8-60) 
再 用 F” 把 w 映射 到 流 形 O 的 P" 上去， 
FL (wo)] = ar 33-dy = 9 (8-61) 
ッ 


我 们 还 可 以 用 另 一 种 方法 完成 这 个 映射 , 那 就 是 先 用 下 ”把 wo 从 M 
的 开 域 U 映射 到 0O 的 开 域 V, 再 用 vw” 从 开 域 V 映射 到 与 M 对 应 的 
O 的 P” 上 去 


dz" 


v [Flo)] = as。 3y [vw” Jidy = 0 (8-62) 
物理 量 是 唯一 的 , 两 式 比较 可 得 

oz ff 。1 a 

ayt” | [u ト 9 が (8-63) 
写成 矩阵 形式 为 

JI[o/]=[g ]J (8-64) 
从 此 式 可 以 解 出 

dr = ; 
J = に F :a9 (0)>9'(M) (8-65) 


如 果 已 知 的 是 1 形式 7E T* (M), 原 则 上 我 们 也 可 以 采用 定向 
9 一 7, 分 别 求 出 对 应 的 单 参数 子 群 的 表示 [v" ] 和 [gp ],[v"] 和 
[eg ] 之 间 有 与 8-64 类 似 的 关系 


[oy JJ = [wo ] (8-66) 
只 是 由 此 求 出 的 映射 不 是 F* :9% (O) 一 a (M), 而 是 

J=AF :9 (0) >g'(M) > T'(M) (8-67) 
其 中 A = [A(z)]:g' (M) > T'(M) (8-68) 


用 映射 可 以 从 m 介 ず span g'(0) 生成 條 が span T'(M), 如 
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果 m = n, 还 可 以 从 m 个 Y span 9(O) 生 成 m 个 Z* span T(M)。 
7 不 满足 2-47, 而 满足 2-48。 理 论 上 , 我 们 可 以 利用 命题 2-26 提供 
的 公式 2-58 解 出 [4A;(z)], 然后 生成 满足 2-47 的 m 个 六 span 
9 (M)。 只 是 这 个 方法 过 于 烦琐 , 比较 可 取 的 是 直接 把 ヵ 表示 为 
7 = pw wEg (MI) (8-69) 
例如 在 流体 绕 流 问题 中 , 通常 给 定 的 边界 条 件 是 动量 ,那么 上 式 中 的 
gp 就 是 质量 密度 , 我们 可 以 直接 得 到 1 形式 
2=dxr(wA*w)Eog (MI) (8-70) 
至 此 ,我 们 已 经 生成 了 流 形 M 到 代表 流 形 O 的 等 中 微分 同朋 
= 下 、M 的 结构 群 的 酋 表 示 或 么 正 表示 以 及 9(M)。 虽 然 其 中 一 些 
步骤 不 一 定 能 够 解析 求 出 , 例如 8-18 式 , 但 是 每 一 步 的 解 在 数学 上 
都 是 存在 且 唯 一 的 ,因此 至 少 我 们 可 以 放心 地 用 数值 方法 求解 。 
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对 开 域 上 的 局 部 物理 量 直接 进行 古典 微分 是 训 无 意义 的 , 因为 
微分 的 结果 一 般 不 再 是 物理 量 。 从 张 量 几何 我 们 知道 ,能 够 使 微分 的 
结果 仍然 满足 相同 变换 规律 的 微分 运算 是 协 变 微分 。 

任何 X, 


。 の 
X=a Fr で WM) (9-1) 
满足 LxX = [X, X] = 0 (9-2) 


如 果 {z 上 和 }#y + 分别 是 不 同 开 域 上 的 坐标 ,从 X 可以 生成 局部 Lie 
群 


ア = w(x,t) (9-3) 
及 其 表示 [zx.] = [33 (9-4) 
9-3 是 微分 同 胚 ,所 以 有 
ュー rr 
Es 3y * (9-$) 
dy gr ー ei 
3 サラ プー (9-6) 
从 9-2 可 得 
LxX = (lu JX lau = Cu] Cu. x) =0 
(9-7) 


如 果 流 形 函 数 是 二 阶 可 微 的 ,从 流 形 函 数 的 定义 
W = C (9-8) 
我 们 有 
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WW. 8 dW 
a ge 7 
Ey 
= [u.] I = 
」 d k 
于 是 Lea = Lue) (ls a) 
ーー da 1 d[ z. k 
er tn d/ = 
上 式 可 以 写成 
9y 
d 3 i 
5 人 
5 dz dt ay 


dg 。 の ア 2z dr’ ー 
或 a Da 9 dE 


定义 9-1: 流 形 的 联络 为 


に oy dr 
リー a dy 
Da _ dg CE 
则 i ry 
或 者 写成 绝对 导数 
Da’ i dr. = 
人 


这 里 的 マ , 就 是 协 变 导 数 。 从 9-14 显然 有 : 


(9-9) 


(9-10) 


(9-11 ) 


(9-12) 


(9-13) 


(9-14) 


(9-15) 


(9-16) 


命題 9-2: 如 果 [zx. ] 是 常 数 知 降 , 则 联络 系数 为 零 , 如 果 C 有 二 


阶 以 上 的 连续 导数 , 则 联络 是 无 挠 的 , 即 
7 = Th, 
微分 9-6 可 得 
oy の が ay Dr 
xd" dy ar aray 


= 0 


(9-17) 


(9-18) 
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所 以 还 有 


WR 9-19 
"ar Gray 9 


从 9-16 知道 , 在 可 积 流 形 上 任何 Xx € g(M) 关于 联络 是 目 平行 
的 ” 。 由 此 还 可 以 


定义 9-3: XY EX Y= (9-20) 
把 X 的 特征 线 方程 
只 = (9-21) 
代入 9-15 得 
デュ dr 0 (9-22) 


这 正 是 测 地 线 方程 , 由 此 我 们 知道 , 可 积 流 形 上 任何 XE g(M) 的 积 
分 曲线 是 测 地 线 , 或 者 说 , 流 形 上 的 特征 线 是 测 地 线 。 


令 w =a;dr E99'(M) (9-23) 
w 与 X 的 全 微分 对 偶 为 
< X,w>= aa = (C CR (9-24) 
Lx < X,w >= Lx(a'a;) = (La )a + «(Lya;) =0 
(9-25) 
所 以 Lxa = 0 (9-26) 
设 X 生成 単 参 数 子 群 9-3, 及 其 在 % (M) 上 的 表示 
[Lu] = (9-27) 
。 dr 
[u | = 3 が (9-28) ] 
可以 得 到 


Lxa, = Lu" 1T( そ [Le ]z,) = 0 (9-29) 
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dy 2 dg, , 9y dz dr 


Lya; = dr di dy g。 | = 一 i 9 ィ 7「 EE “ dr 0 
Da; da, dr” 
或 oa = dr ul rp = 0 (9 30) 


必须 指出 ,尽管 以 上 关于 联络 系数 的 定义 与 流 形 是 否 可 积 无 关 ， 
但 是 在 不 可 积 流 形 上 9-9 不成立 , 所 以 9-16 也 不 成 立 。 对 不 可 积 流 
形 有 


oe Se cr. ーー の (9-31) 
iw IW ,dow 
其 中 a Fo a dz と (9-32) 
命题 9-4: 设 是 M(G,g$) 上 的 局 部 物理 定律 ,ZE T(M) 与 $ 
等 价 , 则 
证 明 :; 按 照 命题 4-5,$ 可 以 表示 为 
= A 

の = 2, 2 =0 (9-34) 


从 [2Z,Z]=0 和 Lie 导 数 满足 的 Leibnitz 法則 可以 知道 9-33 成立 。 凡 
这 个 命题 可 以 推论 , M 上 的 任 何 逆 変 天 量 了 満足 


LT = 0 T=ZQZRQ QZ (9-35) 

如果 7 与 了 对 偶 ， 
<T,7>ER (9-36) 
则 Lzy = 0 (9-37) 


以 上 结论 对 gr*(M) 和 q'?(M) 同样 适用 。 证 完 。 

对 物理 定律 的 研究 主要 是 在 单位 元 开 域 上 进行 的 ,适当 运用 Lie 
群 .Lie 代 数 . 张 量 和 微分 几何 工具 ,我 们 已 经 对 流 形 的 局 部 性 质 有 了 
比较 深刻 的 了 解 。 为 了 能 够 研究 流 形 的 整体 或 全 局 性 质 , 特别 是 为 了 
能 从 给 定 的 边界 条 件 反 演出 物理 场 , 还 必须 能 够 实际 计算 出 流 形 上 
的 积分 ,而 不 是 仅仅 满足 于 给 出 一 个 抽象 的 定义 。 
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在 微分 几何 中 , 流 形 上 的 积分 被 定义 为 中 
| = 了 | se (9-38) 
其 中 荆 :1Ui1 是 M 上 的 一 个 开 履 盖 , | xf 是 从 属于 互 的 一 个 单 
位 分 解 , 
の の 4 ん dz 人 … 人 dz (9-39) 
是 在 U, 上 的 限制 .尽管 每 一 个 U 上 的 积分 是 可 以 算出 来 的 。 可 是 
开 覆 盖 和 单位 分 解 的 任意 性 会 给 实际 计算 M 上 的 积分 带 来 误差 ,更 
主要 的 是 通常 在 积分 的 时 候 我 们 还 未 求 出 M 的 结构 群 C, 无 法 预先 
知道 给 定 开 域 会 与 那些 开 域 重合 , 无 法 设 定单 位 分 解 r , 也 就 无 法 
进行 积分 。 于 是 我 们 要 问 ,能 否 把 M 上 的 积分 变 为 P"” 上 的 积分 呢 ? 
设 单位 元 开 域 上 的 局 部 微分 方程 


X(W) = a 4 =0 =i12..…, 志 。 (9-40) 
時 
其 特征 方程 组 
守 - = の (x, pg) (9-41) 
设 方程 组 的 解 为 
T= w(t, xo,p) (9-42) 


痛 先 , 我 们 试图 把 9-42 拓展 到 更 大 的 区 域 上 去 。 按 照常 微分 方 
程 组 的 延 拓 定理 ””, 如果 a*(x, pp) 满 足 Lipschitz 条 件 ,我 们 总 是 
可以 延 拓 9-42 直至 碰 到 流 形 的 边界 以 及 趋 于 无 穷 或 孤立 奇 点 。 以 绕 
流 解 为 例 ,9-42 总 可 以 延 拓 到 任意 接近 32 和 co; 以 黑洞 解 为 例 , 总 
可 以 延 拓 到 任意 接近 孤立 奇 点 r = 0 和 co。 既 然 9-42 是 可 以 延 拓 
的 ,那么 设 定 一 个 沿 特征 线 的 单位 分 解 之 后 ,9-40 也 是 可 以 延 拓 的 。 
给 定 不 同 的 群 参数 ,9-40 可 以 沿 任何 特征 线 延 拓 。 由 于 任何 张 量 都 
可 以 通过 矢量 的 对 偶 \ 张 量 积 以 及 对 称 和 反对 称 运算 得 到 , 所 以 任何 
局 部 张 量 都 可 以 在 P” 上 延 拓 。 
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除了 延 拓 以 外 ,我 们 还 可 以 用 单位 元 开 域 上 的 X 和 群 元 9-42 在 
P” 中 利用 单位 分 解 拼接 出 全 局 矢量 X。 同 样 ,也 可 以 把 单位 元 开 域 
上 的 任何 张 量 工 拼接 为 P” 上 的 全 局 张 量 .以 M 上 的 m 形式 w 为 例 ， 
拼接 出 的 w 在 P" 上 可 以 是 点 点 不 可 微 的 (古典 意义 下 ), 因 为 任何 一 
点 都 可 以 是 拼接 的 接 缝 。 但 是 积分 在 每 一 个 U, 上 存在 , 如 果 流 形 是 
紧 致 的 , 则 存在 一 个 有 限 开 上 覆 盖 ,9-38 的 右 端 是 有 限 加 和 ,所 以 M 上 
的 积分 存在 ,如果 流 形 不 是 紧 致 的 , 则 还 需要 收敛 性 证 明 。 在 这 里 ,我 
们 假定 积分 总 是 收敛 的 。 从 多 重 积分 的 换 元 公式 知道 ,在 U C R” 
上 的 积分 与 a(U;) C P” 上 的 积分 相等 ， 


| 2| se _ ジン | se Co) | 0 


其 中 w= う g'(o ) (9-44) 
就 是 w 在 P” 中 拼接 出 来 的 整体 m 形式 協 。 如 果 流 形 是 没 有 洞 的 
P" = u(M) = Ua(U; ) (9-45) 


重复 计算 的 积分 被 单位 分 解 扣除 。 现 在 ,在 P" 上 有 两 个 全 局 意义 下 
的 m 形式 , 一 个 是 从 每 一 个 U 映射 到 P" ,用 单位 分 解 拼 接 出 来 的 
w, 另 一 个 是 从 单位 元 开 域 延 拓 到 P" 上 任意 一 点 的 w。 但 是 物理 量 
是 唯一 的 ,所 以 在 P” 上 任意 一 点 必然 有 

w=w (9-46) 


所 以 | 。 一 | (9-47) 


P” 是 欧 氏 空间 , 上 面 的 积分 不 难 计算 。 

令 0 是 M 的 一 个 子 集 ,0 是 在 M 的 每 一 个 开 域 上 取 一 个 子 域 构 
成 的 集合 , 而 且 这 些 子 域 在 P" 上 的 像 不 能 覆盖 整个 P" 。 如 果 积 分 是 
在 2 上 进行 的 ,定义 特征 函数 

1 xzE0 


A = 0 re oO (9-48) 
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我 们 有 


上 式 也 可 以 表示 为 


ュ 。 ー 
| = | ru, = | xu (0)= [2=|o 
n デア Jena (UN) S S 


(9-50) 
其 中 S = Uu(U, 中 0) (9-51) 


是 0 在 P” 中 的 像 , 在 物理 问题 中 ,通常 都 是 直接 给 出 S 而 不 是 2。 例 
如 在 绕 流 问题 中 , 绕 流 物体 通常 不 是 在 许 许 多 多 的 局 部 坐标 中 给 出 
的 ,而 是 在 一 个 整体 的 正 交 坐标 中 给 出 的 。 取 这 个 坐标 为 单位 元 开 域 
上 的 局 部 坐标 , 在 这 个 坐标 中 把 物理 量 延 拓 到 整个 P” 就 可 以 直接 
计算 S 上 的 积分 。 只 要 9-50 的 左 端 积 分 中 不 包括 边界 或 奇 点 , 那么 
两 端的 积分 就 相等 。 

如 果 积 分 是 定义 在 M 的 p 链 C 上 ,类 似 地 有 


Je ー- mw ym sk (aj) 
_ レッ ー し ッ (9-52) 
RE DN (9-53) 


是 C 在 P"” 中 的 像 。 同 样 , 在 物理 问题 中 , 通常 都 是 直接 给 出 S? 而 不 
是 C。 

从 9-38、9-49 和 9-32 可 以 看 出 , 积分 的 定义 与 结构 群 无 关 。 所 
以 尽管 我 们 在 计算 积分 的 时 候 总 是 用 wx C G 把 被 积 形式 映射 到 Pp” 
上 去 , 尽管 左 移动 和 右 移动 会 改变 群 元 与 开 域 之 间 的 对 应 关系 , 我 们 
有 
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命题 9-5: 流 形 上 任何 物理 量 的 积分 是 结构 群 的 运动 不 变量 。 

由 此 可 以 导出 流 形 上 的 守 便 定律 , 例如 质量 守恒、 能 量 守恒 、 电 
谷 守恒 等 。 

命题 9-5 的 意义 是 物理 量 的 积分 在 左 移动 或 右 移动 下 不 变 , 这 
与 我 们 看 到 的 物理 现实 是 一 致 的 , 例如 , 我 们 乘 飞船 观测 一 颗 行星 ， 
在 飞船 或 行星 移动 之 后 ,我 们 认为 观测 到 的 仍然 是 同一 颗 行星 , 尽管 
它 在 我 们 眼中 的 形状 和 大 小 变化 了 。 我 们 认为 这 种 变化 仅仅 是 由 于 
开 域 以 不 同 顺 序 拼接 造成 的 ,物理量 的 积分 作为 守恒 量 并 没有 变化 。 

有 两 种 不 同 的 运动 需要 区 分 , 那 就 是 在 流 形 上 的 任意 运动 和 沿 
特征 线 的 运动 , 二 者 的 区 别 在 于 :生成 任意 运动 的 群 元 的 群 参 数 可 以 
是 变化 的 , 而 生成 沿 特征 线 的 运动 的 群 元 的 群 参数 是 常数 ,理论 上 ， 
一 个 观测 者 可 以 运动 到 流 形 的 任何 位 置 , 产生 这 样 的 运动 的 可 能 是 
结构 群 的 任意 群 元 ;对 一 个 特定 的 流 形 来 说 , 定义 流 形 的 矢量 或 1 形 
式 是 确定 的 ,这 个 矢量 或 1 形式 只 能 生成 结构 群 的 一 个 单 参数 子 群 ， 
因此 流 形 上 的 一 个 质点 只 能 沿 着 特征 线 运动 , 产生 这 样 的 运动 的 只 
能 是 结构 群 的 一 个 单 参数 子 群 中 的 元 素 。 无 论 是 观测 者 的 一 个 任意 
运动 还 是 质点 的 一 个 沿 特征 线 的 运动 都 是 结构 群 的 群 元 引起 的 , 因 
此 它们 都 遵守 上 述 守 恒定 律 。 例 如 , 在 研究 流体 运动 的 时 候 , 我 们 可 
以 在 任何 坐标 中 计算 一 个 给 定 流体 团 的 能 量 , 在 任何 坐标 中 计算 出 
来 的 值 都 是 相等 的 。 同 样 , 当 这 团 流体 在 流 场 中 运动 以 后 , 它 的 能 量 
也 应 当 守 人 恒 , 如 果 能 量 发 生 了 变化 , 就 必然 伴随 着 能 量 的 释放 或 吸 
收 。 
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如果 生成 G 的 Lie 代数 a 是 半 单 的 ,a 上 有 对 称 负 定 的 
Cartan-Killing 度 规 


Gk = CaCg (10-1) 
其 中 Co 是 9 的 结构 常数 。 存 在 G 的 逆 G” 満足 
GYG。= (10-2) 


当 已 知 9 是 一 个 秩 単 邊 Lie 代数 时 , 从 Lacah 定理 就 可 以 直接 
确定 + 个 Casimir 算 子 "7!。 如 果 + = 1, 我 们 在 9g(M) 上 有 唯一 的 
Casimir 算 子 


C。 = G XXX (10-3) 
Casimir 算 子 的 全 微分 对 偶 形式 为 
Cz = Go (10-4) 


10-3 和 10-4 分 别 是 逆 变 和 协 变 度 规 张 量 ,于 是 我 们 可 以 定义 自然 基 
底下 的 度 规 张 量 分 量 


uF =C: = Gaia dx dz (10-5) 
Ba = Gnajar (10-6) 
和 它 的 道 
の 六 = Gr gat 3 Fr (10-7) 
g = Gaa, (10-8) 
令 A = [a] (10-9) 
A = [ak] (10-10) 
写成 矩阵 形式 [gz,] = 4"[C。]4 (10-11) 


Lg ] = A [G”]A (10-12) 
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注意 到 基底 矩阵 是 可 逆 的 , 显然 有 
の (10-13) 
根据 窍 阵 变换 的 惯性 定理 ,在 A 和 A 的 合同 変換 下 [g,] 和 [g] 仍 
然 是 对 称 负 定 的 。 我 们 完全 可 以 按照 通常 的 习惯 给 度 规 乘 以 - 1, 使 
度 规 变 为 正定 的 ,所 以 ， 
命题 10-1: 只 要 结构 群 是 半 单 的 , M 就 是 Riemann 流 形 。 
定义 10-2: 弧 长 时 间 満足 


ds = cdt = アー gd dz (10-14) 
或 = = V- gerdi dr (10-15) 


其 中 < 是 个 大 于 零 的 常数 显然, 由 于 [- g。] 是 对 称 正定 矩阵 , : 是 
单调 增加 的 。 弧 长 是 流 形 上 的 不 变量 , 因而 弧 长 时 间 也 是 流 形 上 的 不 
变量 ,在 第 四 章 中 用 到 关于 时 间 的 导数 ;此 外 在 第 六 章 关于 结构 群 的 
推导 中 ,我们 并 未 指出 特征 线 方程 里 的 dz 是 如 何 定义 的 。 事 实 上 , 矢 
SN 而 群 表示 直接 作用 在 jdx*| 上 ,为 


了 保持 -CE 在 G 变换 下 的 可 观测 性 质 , dt 必然 是 流 形 上 的 标量 物理 


夫人 dz 为 弧 长 时 间 的 微分 , 在 本 书 中 所 有 出 现 的 dz 都 
是 指 弧 长 时 间 的 微分 。 

从 Casimir 算 子 的 性 质 我 们 知道 度 规 张 量 与 任何 X € a(M) 是 
可 对 易 的 ， 


RC = (10-16) 
按照 Schur 引 理 , 
LC, = 0=> 1Lx(B 一 一 3 7 ーー) = 0 (10-17) 


或 a te lg | 


Lamarr d nar aa 3 」 
yr ay dz Rr 了 By ay | = 0 (10-18) 
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如 果 流 形 是 可 积 的 ,考虑 到 9-9, 利用 Leibnitz 法 则 对 大 括号 中 的 各 
项 分 别 微 分 
dp" a 9 ィ ァ " Oy dx dr Gy dr’ _ 
7 ”小 dy 了 ze 了 ze J dy 9 ア J ァ " dt 0 
(10-19) 

注意 到 其 中 只 带 有 哑 指 标的 项 是 可 以 交换 位 置 的 , 把 联络 的 定义 代 
入 上 式 可以 得 到 

dg 。 dz dz" 下 

dt + ど 4 dt + EE 用 dr 上 0 (10-20) 
对 10-13 求 Lie 导数 ， MP 10-18 可以 得 到 


Lxg = [zx (ar Cu ]g。 ) 


ay d dz _ 
容易 推 出 
dg, d 。 d 
5 gl -~ gal エー ェ 0 (10-22) 


关于 这 一 点 ,微分 几何 中 有 专门 的 术语 , 那 就 是 
命题 10-3: 度 规 张 量 关于 联络 是 容许 的 。 
把 矢量 X 写作 


Rs = € oa(M) (10-23) 


从 微分 几何 可 以 知道 ”如果 度 规 张 量 关 于 联络 是 容许 的 , 则 Xx 
是 Killing 矢 量 , 満足 
Vjar 一 via = 0 (10-24 ) 
如 果 已 知 联络 ,这 个 公式 可 以 用 于 检验 已 知 的 1 形式 w = asdx 是 
否 是 9 (MM) 中 的 元素 。 
我 们 有 Riemman 几何 基本 定理 ， 
定理 10-4: 如 果 结 构 群 有 二 阶 以 上 连续 导数 ， 可 积 的 Riemman 
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流 形 上 存在 唯一 的 无 挠 容许 联络 。 

证 明 :按照 我 们 的 定义 , 联络 是 被 结构 群 在 g(M) 上 的 表示 唯一 
确定 的 ,所 以 联络 是 唯一 的 。 在 前 面 的 叙述 中 我 们 已 经 知道 :如 果 G 
是 二 阶 以 上 可 微 的 ,这 样 定义 的 联络 是 无 挠 容许 的 。 证 完 。 

如 果 用 协 变 度 规 张 量 与 矢量 X = wX, 缩 并 ， 

< EX > = < FG EX, >= DG < gawX > 

= Go =a =o a = Goa” . (10-25) 
可 见 X 与 协 变 度 规 张 量 的 缩 并 运算 就 是 从 ao(CM) 到 q' (AM) 的 映 射 , 
此 外 ,可 以 由 。 与 逆 变 度 规 张 量 的 缩 并 运算 定义 从 ae (AM) 到 9(M) 
的 映射 类似 地 还 可 以 定义 度 规 张 量 与 高 阶 张 量 的 缩 并 , 这 其 实 就 是 
张 量 几何 中 用 度 规 张 量 升降 指标 的 运算 。 注 意 到 度 规 张 量 与 a( M) 
的 任意 元 素 可 交换 , 升降 指标 可 以 对 高 阶 张 量 的 任何 一 个 指标 进行 。 
升降 指标 是 张 量 积 和 全 微分 对 偶 的 复合 运算 , 对 流 形 上 任何 一 个 开 
域 成 立 。 用 升降 指标 可 以 把 混合 张 量变 为 单纯 的 协 变 或 道 变 张 量 , 也 
就 是 变 为 单纯 的 等 价 常 微分 方程 或 偏 微 分 方程 , 这 样 ,混合 张 量 也 是 
有 意义 的 了 。 

我 们 还 可 以 定义 内 积 g(X, Y)。 设 X,Y € a(M) 


KX = a = が て (10-26) 


ニア PX ニー テー マダ ーー a ER 


(10-27) 
定义 10-5:9(M) 上 的 内 积 
E(X,Y)= Gaaf = gnbc" =<g(X),Y>=<oY> 
(10-28) 
内 积 就 是 度 规 张 量 与 g(M) 中 的 矢量 的 张 量 积 的 缩 并 。 如 果 用 度 规 
张 量 对 X 做 升 指标 运算 , 从 上 式 最 后 两 个 等 号 可 以 看 出 内 积 其实 就 
是 9( M) 与 a (M) 之 间 的 对 偶 。 由 于 度 规 是 负 定 的 , 所 以 g(X, X) 
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是 负 定 二 次 型 

g(X,X) 委 0 ( 10-29 ) 
等 号 成 立 当 且 仅 当 X = 0。 如 果 

(0 た が (10-30) 


就 说 X 与 YY 垂直 。 设 w,7E9g (MI) 
w= ay = a,dr” n= BS = bdr" (10-31) 


9 (AM) 上 的 内 积 为 


g(w, 7) ーー G"a,8, ーー ga,b, (10-32) 
同样 g"(M) 上 的 内 积 为 负 定 二 次 型 。 如 果 
glw,7) =0 の デカ (10-33) 


就 说 w 与 7 了 垂直。 我 们 还 可 以 定义 高 阶 张 量 的 内 积 , 例如 设 w 和 7 是 
2 形式 ， 


w = asdr A dr (10-34) 
y= bdr 人 dr (10-35) 
g(w, 7) = gg oz の 6, (10-36) 


命题 10-6:g”(M) 及 g'*(M) 上 的 内 积 是 常数 。 
证 明 : 内 积 是 a(M) 及 g'*(M) 上 的 张 量 与 度 规 之 间 的 缩 并 , 从 
命题 3-5 直接 可 以 得 出 结论 。 证 完 。 


根据 这 个 命题 , 从 
LvLg(X,X)] = 「 p(X) XY>= Ly < wd >= 0 
(10-37) 
容易 看 出 
PE XE |ix(e ® xX®X) 
= |(Lxe)@® XBX=0=> Lxg =0 (10-38) 


L,[g(X, え )] = | re@ X)QX 
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ro) BX=0= Lxw =0 (10-39) 
10-38 再 次 说 明度 规 张 量 是 容许 的 , 我 们 把 10-38 写成 
9pg， dz 
[ 3 一 gi on gal 」 d ヵ 
10-38 对 任何 XE g(M) 成立 , z” = "(7) 可 以 是 任意 矢量 的 特征 
线 , 因此 


= 0 (10-40) 


de. 
ga だ ニ 0 (10-41) 


DT 
由 此 知道 我 们 的 联络 正 是 Levi-civita 联络 , 这 个 联络 可 以 直接 从 度 
规 张 量 得 到 

Tr = CE + 3 - 5 ) (10-42) 
而 不 必 计 算 局 部 Lie 群 ,与 10-42 形成 对 照 的 是 LX = 0 和 Lyw = 

0 仅 在 X 的 特征 线 上 成 立 , 不 能 把 9-31 分 解 成 
da. 
EE 
到 现在 为 止 ,我 们 已 经 可 以 求 出 Riemman 流 形 M 的 任何 几何 性 
质 了 ,方法 如 下 :首先 指定 M 和 代表 流 形 O 上 的 一 对 定向 矢量 Y -> 
X( 或 1 形式 0 一 8), 分 别 求 出 X 和 Y( 或 2 和 2) 的 单 参数 子 群 在 
0(M) 和 g(O)( 或 g'(M) 和 q'(O)) 上 的 表示 [u.] 和 [wv, ]( 或 
[Lu ] 和 [wv*]), 利用 公式 8-1( 或 8-64) 可以 求 出 映 射 = F.: 
8(M) 一 9(O 〇 )( 或 F' :9 (O) 一 "(AZ)), 凡 (O) 映 射 生成 q( M)， 
进而 得 到 M 的 度 规 张 量 , 然后 从 10-42 计算 出 联络 系数 。 有 了 度 规 
张 量 和 联络 系数 , 流 形 上 的 任何 几何 性 质 都 可 以 得 到 , 如 曲率 张 量 、 
Ricci 张 量 标量 曲率 等 。 这 样 计算 出 来 的 几何 性 质 还 只 是 单位 元 开 
域 上 的 几何 性 质 , 如 果 想 算出 其 他 开 域 上 的 几何 性 质 ,需要 引用 这 些 
几何 量 在 w € G 变换 下 的 公式 ,具体 公式 可 参见 任何 微分 几何 教科 


-at =0 (10-43) 
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Ee 
a 


书 , 本 书 不 再 熬 述 。 
令 X 张 成 Lie 代数 g(M), 
[Xi,X,]= CX CER (10-44) 
设 [ Li ] 是 可 逆 的 常数 矩阵 , Y。 满足 
:= LiX, LiLi = 6 (10-45) 


EY 2 よ ョ DVM が = CD ER (10-46) 
从 m 个 天 量 X 可 以 积分 得 到 m 条 积分 曲线 , 它们 在 开 域 上 构成 一 
个 局 部 曲线 坐标 网 , 我 们 称 这 个 曲线 坐标 为 运动 坐标 , 以 区 别 于 几何 
坐标 。 运 动 坐标 与 几何 坐标 不 同 , 几何 坐标 由 R” 中 个 线性 无 关 的 
问 量 张 成 ,运动 坐标 由 g(M) 上 的 一 组 线性 无 关 的 微分 方程 特征 线 
的 切 矢量 张 成 。 为 了 使 3-4 得 到 满足 , 通常 取 几 何 坐 标 为 单位 正 交 
的 , 而 运动 坐标 则 不 一 定 是 单位 正 交 的 。 

定义 10-7:10-45 定义 的 变换 为 a( M) 上 的 坐标 变换 。 

按照 定义 ,物理 量 的 值 与 所 取 坐 标 无 关 , 因此 坐标 变换 必然 保持 
内 积 不 变 。 | 

命題 10-8: 半 单纯 流 形 的 速度 空间 g(M) 上 总 有 单位 正 交 的 运 


证 明 : 我 们 所 说 的 正 交 , 指 的 是 内 积 定义 10-5 意义 下 的 正 交 。 设 

の span qa (M) 
の = gd ア (10-47) 
则 g(〆, ぴ ) = G* (10-48) 
半 单 纯 流 形 的 Cartan-Kiling 度 規 的 逆 G 是 负 定 的 , 可 以 分 解 为 
G = アル (10-49) 
或 人 (10-30) 


其 中 し = [Le ] 是 一 个 正定 的 常数 上 三 角 和 矩阵 与 虚数 单位 的 乘积 。 
做 变换 
f= Li9" = oh od Bg Bs = が dy (10-51) 
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Bo, ed // (10-52) 

だ d ア = d ア | (10-53) 

Y, = LrX, = LraL'L = RN 3 (10-54) 

Pay = が (10-55) 

L; ーッ = 5 (10-56) 
在 这 个 变换 下 , 度 规 张 量 成 为 

C。 = YY (10-37) 

じ ) のび が (10-58) 
此 时 の 对 应 的 度 规矩 阵 变 为 单位 矩阵 6。 内 积 变 成 为 

g(0,0)= @ (10-59) 


这 说 明 10-51 的 变换 使 运动 坐标 成 为 单位 正 交 的 。 证 完 。 

以 上 定义 的 运动 坐标 仍然 是 局 部 的 。 我 们 知道 Lie 群 总 有 商 表 
示 , 芮 表示 把 单位 正 交 标 架 变 为 单位 正 交 标 架 , 而 且 运 动 标 架 的 基底 
矢量 是 物理 量 , 这 意味 着 坐标 曲线 在 不 同 开 域 之 间 是 光滑 衔接 的 。 因 
此 ,无 论 是 在 单位 元 开 域 上 研究 流 形 的 局 部 性 质 ,或 是 在 P” 上 研究 
流 形 的 整体 性 质 , 都 有 单位 正 交 的 运动 标 架 。 运 动 标 架 是 整体 的 , 而 
几何 标 架 则 通常 是 局 部 的 。 

設 〆 张 成 Lie 代数 g(M) 的 对 偶 a* (MM)， 


d の ニー テ C の 人 人 ゆ CER (10-60) 


设 有 8 満足 10-31, 注意 到 L; 是 常数 矩阵 , 所 以 
d の =ー テ の 人 人 の Di = LCL"L' ER (10-61) 
可 見 g'(M) 上 的 坐标 变换 仍然 得 到 Maurer-Cartan 形式 , 只 是 对 应 
的 结构 常数 改变 了 。 
设 [A,(x)] 是 一 个 在 开 域 U 上 非 奇 异 的 局 部 函数 矩阵 ， 
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ニテ AO=0 (10-62) 

与 ぴ =0 (10-63) 
的 积分 流 形 相 同 ,因此 二 者 等 价 。 按 照 Froberius 可 积 性 定理 7 満足 
df = A ] (10-64) 


其 中 必 是 M 上 个 1 形式 。 

定义 10-9: 由 10-62 所 定义 的 变换 为 T" (M) 上 的 坐标 变换 , /: 
の 一 7 。 这 个 坐标 变换 同样 应 该 保持 内 积 不 变 。 

从 前 面 的 讨论 我 们 知道 , 当 〆 満足 10-60 时 , 对 应 的 度 规 矩阵 
是 Cartan-Killing 度 规 ; 当 基底 变换 为 の 的 时 候 , 度 规 张 量 为 8; 当 基 
底 从 8 变换 为 站 = 4 の 的 时 候 , 得 到 的 不 再 是 Maurer-Cartan 形式 
而 是 了 (M) 中 的 一 组 基底 。 在 基底 が 下 的 度 规矩 阵 变 为 


g = AA! (10-65) 
8 一 OA A; 
AA" = ダヴ (10-66) 
设 Xi = a j= span Q( M) (10-67) 
Se 
[A Jtat うー = = [4]'a 小 六 (10-68) 
三 k 1 1 ーー 9y" 9 
= [AljalA "(A [A- LAL 有 = a Jr™ 3 が 7 
其 中 [4A]a [A- 「 Q 了 (10-69) 
[A]: = 5 (10-70) 
[4]: 5 [A 下 = ーッ 時 (10-71) 
て 


从 10-70 a ee 
何 坐 标 上 , 此 时 , 基底 矩阵 的 特征 值 ， 行 列 式 值 都 是 不 变量 , 是 坐标 
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变换 的 拓扑 不 变量 。 在 坐标 变换 A: 1x*| 一 1z“| 下 , 如果 把 2 由 看 


作 映 射 下 : M -> N 的 Jacobi 征 降 , 则 Jacobi 和 矩阵 的 特征 值 , 行列 式 值 
都 是 不 变量 ,是 映射 的 拓扑 不 变量 如 果 把 2 看 作 的 表示 [x. ]， 


则 10-71 说 明 G 在 不 同 坐 标 下 的 结构 群 表示 是 等 价 的 。 在 单位 正 交 
标 染 下 , 比较 方便 的 是 取 [A,(x)] 为 莫 矩 阵 , 因为 这 样 的 坐标 变换 使 
度 规矩 阵 保持 为 8 不 变 。 从 全 微分 对 偶 可 以 定义 坐标 变换 在 T'(M) 
上 的 作用 ， 
ぐ く X、e ユ = ぐ AXA'wS (10-72) 
显然 ,从 上 式 定 义 的 T (M) 上 的 坐标 变换 是 T(M) 上 的 坐标 变换 的 
转 置 道 矩阵 。 
适当 选取 [Ai(x)], 可 以 从 Descartes 坐标 得 到 一 些 常用 的 正 交 
几何 坐标 , 在 三 维 空间 中 有 球 坐 标 、. 柱 坐标 、 椭 球 坐 标 等 等 , 这 些 坐 标 
的 Lame 系数 是 已 知 的 , 例如 , 球 坐 标的 Lame 系数 为 
| h,=r hs = r sin の (10-73) 
众所周知 , 在 正 交 标 架 下 Laplace 算 子 可 以 分 离 变 量 , 这 给 我 们 求解 
物理 问题 带 来 极 大 的 便利 。 
最 后 还 要 指出 的 是 , 如 果 流 形 可 积 , 则 坐标 变换 也 必须 可 积 , 不 
可 积 的 坐标 变换 是 无 法 作用 在 流 形 函 数 上 的 。 即 便 流 形 是 不 可 积 的 ， 
如 果 要 求 对 运动 坐标 的 变换 可 以 穿 透 基底 和 矩 阵 作 用 在 几何 坐标 上 ， 
则 坐标 变换 也 必须 是 可 积 的 。 在 可 积 的 情况 下 , [Ai (x)] 必然 是 某 个 
变换 
y= Pe 了 =12…m (10-74) 
的 Jacobi 矩阵 。 这 时 


9 
ee っ dz (10-75) 
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我 们 首先 抄录 重要 的 Hodge 分 解 定 理 , 对 这 个 定理 的 证 明 感 性 
趣 的 读者 可 以 参见 文献 [18]。 
定理 11-1(Hodge) : 设 M" 是 一 个 可 定向 的 紧 致 Riemann 流 形 。 
对 于 每 一 个 整数 p,0 < p 过 m ,p 调和 形式 空间 H?,,(M) 都 是 有 
限 维 的 ,并 且 p 微分 形式 空间 F*(M) 有 如 下 正 交 直 和 分 解 : 
F'(M) = dF*'(M) B 6F°"'(M)@ Hi,,(M) (11-1) 
也 就 是 说 , 若 7E F*(M) 是 M 上 的 一 个 p 形式 , 则 存在 一 个 ヵ 
-1 形式 a € Fr"'(M), 一 个 p+ 1 形式 8 € F*"'(M) 和 一 个 调和 
ヵ 形 式 y € H?,(M), 使 
1 =da+868+7 (11-2) 
并 且 dz, @8, 7 是 唯一 的 。 
注意 到 算 子 A 与 * 可 交换 , 如果 y 是 调和 形式 , * y 也 是 调和 形 


式 。 按 照 Hodge 分 解 定 理 
w = da+ + y+ *y,= w+ *w, (11-3) 
Wj 三 da + 7 W@W» = dx 有 + ア > (11-4) 


其 中 y, 是 p 调和 形式 , y, 是 m - p 调和 形式 。 显 然 , w, 与 y 上 同 
调 ， リル) 与 ア > 上 同调 所 有 的 Wj 构成 de Rham 上 同调 群 HH, 所 有 的 
w, 构成 de Rham 余 上 同调 群 H”"“, Hodge 分 解 定理 可 以 写成 ， 


F'(M) = H(M)@ *H" *(M) (11-5) 
命题 11-2: 
HM) HH CM) (11-6) 


证 明 : 从 Hodge 分 解 定理 我 们 知道 dF*"' | 6F**' ,我们 还 知道 每 
一 个 de Rham 上 同调 类 有 唯一 的 调和 代表 ,这样 y, 不 会 与 de 上 同 
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调 , y, 不 会 与 dx 8 上 同调 ,因此 11-6 成 立 。 证 完 。 
Laplace-Beltrami 算 子 A = d@ + 8d 是 正定 的 ， 自 伴 的 2 。A 还 具 
有 性 质 ， 


命题 11-3: 
A:dF” (M)— dF*'(M) (11-7) 
Ai: が (AM) > 6F°"'(M) (11-8) 
正明 : 若 
9 = 4d9, C dF (11-9) 
则 有 Ab = Adb = dAb = da と dP"「! (11-10) 
反之 , 知 
A9 = 0, = da dP 「! (11-11) 
则 a = dal +68 + 7, (11-12) 
注意 到 
d(da, + 7Y,)=0 (11-13) 
我 们 有 
da = dé6p, (11-14) 
Bi = da, + 8, + 7, HES) 
故 68」 = @do, (11-16) 
从 而 - | 
Ab = da = ddda, = Ada， (11-17) 
故 0 = da, と dF?* (11-18) 
类 似 地 可 以 证 明 11-8, 若 
ゅ = 3%, € SF (11-19) 
则 有 
A = Ab = 9A ゅ , = 88 € SE! (11-20) 
反之 ,车 


Ay = 68 € SF (11-21) 
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则 B= da +68 +7， (11-22) 
注意 到 
8(88,+ ry,) = 0 (11 -23) 
我 们 有 
68 = 8da, (11-24) 
al = da, + 88, + 7， (11-25) 
故 da, = d6p, (11-26) 
从 而 
Ay = 88 = 8d88, = A98, 27) 
故 y= 98。 € OF?"! 证 完 。 (11-28) 
A 算 子 的 特 征 ヵ 形式 @ 満足 
A の = ハ の (11 -29) 
4 和 具有 极其 重要 的 性 质 中 : 
1.4 全 是 非 负数 。 
2. 对 应 于 不 同 特征 值 4」,A。 的 特征 子 空间 相互 正 交 ， 
即 若 , ' 
AG = A8 ADB = メル の (11-30) 
则 
| @ A* の =8 (11-31) 


3. 对 应 于 每 个 特征 值 的 特征 子 空间 是 有 限 维 的 。 
4. 在 实数 空间 R 内 , 全 体 特征 值 所 成 的 集合 是 R 的 离散 子 集 。 
5. 存 在 无 穷 多 个 不 同 的 非 零 特 征 值 。 
命题 11-4:A 的 特征 ヵ 形式 是 物理 量 。 
证 明 : 我 们 有 
[z",A] = 0 (11-32) 
4 是 常数 ， 
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全 届 (11-33) 

所 以 
u A の = へ ("の ) = A(u' の ) (11-34) 

完 。 


必须 指出 ,我 们 所 证 明 的 是 の 在 群 表示 变换 下 的 性 质 , の 一 般 
并 不 与 已 知 流 形 的 局 部 微分 方程 等 价 ,所 以 , 虽然 の 是 物理 量 ,但 是 
我 们 并 不 知道 の 是 哪 一 个 流 形 上 的 物理 量 。 
由 A 算 子 的 上 述 性 质 2 和 3, 我 们 可 以 把 一 个 用 p 形式 w 表示 的 
物理 定律 展开 为 1] 到 上 的 级 数 : 
7 ニ >A の A,ER (11-35) 


其 中 A = | 3 A * の (11-36) 


考虑 到 特征 形式 的 性 质 5, 这 个 展开 需要 收敛 性 证 明 。 

定理 ”11-5: 紧 的 Riemann 流 形 上 的 每 一 个 上 同调 类 都 含有 叭 
一 的 调和 代表 。 

证 明 : 设 hh:F*(M) 一 He,(M) 是 到 调和 形式 的 投影 映射 。 若 
w 是 闭 的 , 则 


w = hlw)+da go F*'(M) (11-37) 
事实 上 , 対 毎 介 団 形式 , Hodge 分 解 定理 都 给 出 了 
w= dat+6dB+77YE€EF*(M) (11-38) 
它 满足 
dw = dda + d88 + dy = 0 (11-39) 
因而 有 
d88 = 0 (11-40) 
HH 0 =<d68,8>=< 68,68 > (11-41) 


由 此 推出 68 = 0,w 可 以 写成 
w = dg+ ア (11-42) 
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这 说 明 w 是 与 y 上 同调 的 ,如 果 。 与 两 个 调和 形式 y 和 y, 上 同调 ， 
则 
w= da + ア 」 (11-43) 
w = da, 十 y， (11-44) 
两 式 相 减 得 
0=dal-a)+( -> ) = da +(y, - 7,) 
(11-45) 
但 是 由 于 Ht,(M) 与 dF*'(M) 垂直 ,如 果 da = y, - 7,, 则 必 有 
da = 0, 所 以 
7」 = 7。 (11-46) 
证 完 。 
定理 ”11-6: 紧 定向 流 形 的 de Rham 上 同调 群 万 ” 都 是 有 限 维 
的 。 
证 明 :Hodge 分 解 定 理 保证 了 调和 ヵ 形式 空 同 刀 ! (M) 对 于 0 
< pp S m 都 是 有 限 维 的 ,再 根据 定理 11-S 就 得 到 定理 11-6。 证 完 。 
定理 "11-7:H? 与 H ”有 相同 的 Betti 数 。 
命题 11-8: 设 7 是 可 定向 的 紧 致 流 形 M"” 上 的 户 形 式 , 则 7 是 有 
限 维 空间 中 的 元 素 。 
证 明 : 
7=dat+dB+7= 5+e+y (11-47) 
其 中 y 是 M” 上 p 阶 调和 形式 空间 Ht 中 的 元素 。Hodge 分 解 定理 
告诉 我 们 Hi, 是 有 限 维 的 , 定理 11-6 告诉 我 们 H? 是 有 限 维 的 。 我 
们 知道 H? 与 H"。 有 相同 的 Betti 数 中, 于 是 从 11-5 式 可 以 看 出 命题 
成 立 , 证 完 。 
既然 ヵ 是 一 个 有 限 维 空间 中 的 元 素 , 展开 式 11-35 中 只 能 有 有 
限 个 不 为 零 的 系数 A ,成 为 有 限 加 和 ,无 需 收敛 性 证 明 。 
定义 11-9: 与 A 算 子 相关 的 两 个 算 子 : 
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A, = d$ (11-48) 
A, = 8d (11-49) 
显然 A=A+A (11-50) 
* Ag = A,* (C1151) 
x A, = A,* (11-52) 


命题 11-10: 若 有 特征 值 M > 0 对 应 的 特征 p 形式 @ 满 足 11-29， 
则 必 有 p 一 1 形式 a 使 


Aag = Aa (11-53) 
证 明 : > 0, の 可以 作 Hodge 分 解 
の = da + 88 (11-54) 


用 da 与 11-29 両端 作 Poincare 标量 积 , 11-29 的 左边 为 
<Ag,da > =< (dd+ 6d)(da + 88), da > 
=< 8(da + 68),6da >= < 6da,dda > 
(11-55) 
右边 为 
< AB,da >=< A(da +88),da >=< Ma,sda > (11-56) 
从 11-55 和 11-56 可 以 得 到 
< Ma,AMa>=< a,MNa > Aa = Ag (11-57) 
证 完 。 
命题 11-11: 若 有 特征 值 x > 0 对 应 的 特征 p 形式 四 满足 11-29， 
则 必 有 p+ 1 形式 8 使 
AL = 4 が (11-58) 
证 明 :y > 0, 用 858 与 11-29 两 端 作 Poincare 标量 积 , 11-29 的 左 
边 为 
< A の ,6g > =< (dd + 6d)(da + 88),88 > 
=< d(da + 88),d88 > = < d38,d38 > 
(11-59) 
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右边 为 
< A の ,88 >=<A(da + 68),88 >=<18,d388 > (11-60) 
从 11-59 和 11-60 可 以 得 到 


< MB,AB>= < 18,AMB > AB= AB (11-61) 
证 完 。 
设 @, YE Fr?(M), 考 虑 特征 值 问 题 : 
A」 の = A の (11-62) 
和 A。 = py (11-63) 


命题 11-12:A, 和 A。 的 特征 值 大 于 0 的 特征 形式 一 定 是 A 的 特 
征 形式 ,反之 A 的 特征 值 大 于 0 的 特征 形式 也 一 定 可 以 分 解 为 A, 和 


As 的 特征 形式 之 和 。 
正明 : 用 d 作用 于 11-62, 得 
d® = 0 (11-64) 
用 S$ 作用 和子 11-63 得 
$Y =0 (11-65) 
所 以 有 
A の = dB = A® = i (11-66) 
和 AY =8dY = AY = py (11-67) 
反之 若 有 非 零 的 4 使 
An = A7 (11-68) 
可 以 把 7 分 解 为 
7= da +8p8 (11-69) 
代入 11-68 得 
A(do + 6g) = A(da + 68) (11-70) 
两 面 用 de 作 Poincaré 标量 积 , 由 于 
< da,A08 >=< oc,66AB >=0 (11-71) 


< da,388 >= く eo,888>=0 (11-72) 
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ーーーーーーーーーーー 一 


可以 消去 式 中 的 88 
< Ada,da >= < Ado, do ) 
Ada = Ada 

或 Ajda = Adg 


11-70 两 面 用 88 作 Poincare 标量 积 消去 da 还 可 以 和 


A;SB = 168 
今や = da,W = 6B 即 得 11-62 和 11-63。 证 完 。 


1 93) 
(11-74) 
Cs79) 


(11-76) 


推论 11-13: 如果 特 征 值 大 于 0, 则 As 的 特征 形式 是 恰当 的 , A。 


的 特征 形式 是 余 恰当 的 。 
从 11-75 和 11-76 直接 可 以 得 到 这 个 推论 。 


如 果 @ 是 A 算 子 的 特征 形式 , 则 凡是 可 以 与 A 对 易 的 线性 不 变 
工 子 作用 于 @ 都 得 到 对 应 同一 特征 值 的 特征 形式 。 这 样 的 算 子 有 d、 


SA、* 和 常数 等 ,所 以 


命题 11-14: 特 征 值 为 4 的 特征 形式 是 简 并 的 。 


命题 11-15: 设 
A。 の 」 = 18, 
MD, = ん の 。 
4 >0 BPEF? 
当 且 仅 当 
和 
的 时 候 %, 与 @, 上 同调 , 即 
の ー の 
证 明 : 若 kw = 人, 用 11-77 减 去 11-78 得 


中 ， 一 中 ， 一 dd(®, つと の ,。 ) 一 da 


其 中 
1 
本 ーー て の, 和 の, ) 


(11-77) 
(11-78) 


(11-79) 


(11-80 ) 


(11 -81) 


(11-82 ) 
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反之 , 若 の , a の , , 则 


の - $, = da (11 
a A の 。 ーー 人 中 ， = /中 ， ーー Adg 《11 
4 あ , ー の 。 = ao = do (11 
だ だ 
假如 4 关 yx 则 与 11-83 矛盾。 证 完 。 
命题 11-16: 设 
A A (11 
A; VW, = uuY, (11 
LA > 0 YW,、Y, EF* 
当 且 仅 当 
ルー ニハ (11- 
有 并 Vv > VY, (11 
下 明 : 若 ヶ = 4, 用 11-86 减 去 11-87 得 
Vi — = 38d(W, - Y,) = 68 (11 
其 中 
= Td(, = 少 。 ) (11- 
有 反之 , 乔 * YY, a YP,, 则 
YY, — YY, = 8 (11 
AT - A V, = A ツ ツー HZ: = A6g (11 
A 1 , 
-一 这 - YY, = 一 OA = 8 ~ 
rb 2 の ap 8 (11 


假如 关 y 则 与 11-92 矛盾 。 证 完 。 


.83) 
.84) 


-85) 


-86) 
-87) 


88) 


-89) 


-90) 


91) 


-92) 
-93) 


94) 


推论 11-17: 既 然 A(A。) 的 特征 值 * > 0 对 应 的 特征 p 形式 是 
人 恰当 (余人 恰当) 的 ,那么 A,(A;) 的 特征 值 X > 0 的 特征 ヵ 形式 与 其 调 
和 代表 构成 一 个 上 同调 ( 余 上 同调 ) 类 ,如 果 若 于 个 上 同调 类 构成 一 
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个 封闭 的 线性 空间 $S, 则 S CH? 是 de Rham 上 同调 群 。 

从 命题 11-12 我们 知道 , 如 果 特 征 值 大 于 0, A 和 A 的 特征 p 形 
式 ゆ 和 立 一 定 是 A 的 特 征 ヵ 形式 。 反 之 ,A 的 特 征 ヵ 形式 一 定 可 以 
分 解 为 A, 与 As 的 特征 户 形 式 理 与 亦 之 和 。 根 据 推论 11-17, 每 一 个 
特征 值 对 应 的 @ 或 亚 与 它们 的 调和 代表 构成 一 个 上 同调 类 ,一 个 de 
Rham 上 同调 群 是 由 若干 个 上 同调 类 组 成 , 从 命题 11-2 可 以 知道 绝 
不 会 有 茶 介 或 于 既是 H? 的 元 素 , 又 是 五 ”的 元 素 , 也 就 是 说 の 
和 更 绝 不 会 上 同调 ,于 是 从 命题 11-15 和 11-16 有 ， 

推论 11-18:A, 和 Au 不 会 有 特征 值 相等 的 特征 ヵ 形式 。 

也 就 是 说 , 不 存在 一 个 A 的 特征 值 * > 0, 使 得 4 对 应 的 特征 p 
形式 既是 As 的 特征 形式 又 是 A 的 特征 形式 。 

从 以 上 的 讨论 可 以 知道 , A, 和 A 的 特征 值 和 特征 p 形式 的 集合 
就 是 A 的 特征 值 和 特征 p 形式 的 集合 ,任何 特征 p 形式 要 么 属于 H? 
要 么 属于 * H"?*, 要 么 是 Al 的 特征 p 形式 , 要么 是 A, 的 特征 ヵ 形 
式 ,二 者 只 能 居 其 一 。 分 别 求解 A 和 Au 的 特征 值 和 特征 形式 比 直接 
求 A 的 特征 值 和 特征 形式 相对 要 容易 些 。 


命題 11-19. 
A;:H'(M) > FH’(M) (11-95) 
A:H” "(M) > HH" *(M) (11-96) 
证 明 : 设 下 由 の 张 成 (A,g = の ), 但 是 
AA。 の = AA の (11-97) 


A。 の 是 与 多 特征 值 相同 的 特征 形式 ,所 以 Ag 与 上 同调 ,根据 
命题 11-16,A@ € H?。 
同 理 , 设 H"?* 由 如 张 成 (A,W = ww 天), 但 是 
AA = AA (11-98) 
As 到 是 与 到 特征 值 相同 的 特征 形式 , 所 以 A, Wi 与党 余 上 同 週 . 
A と H”"? ,证 完 。 
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流 形 上 的 微分 形式 都 可以 用 A 的 特征 形式 展开 ,因而 可 以 用 As 
或 A 的 特征 形式 展开 。 有些 流 形 , 例如 球面 ,的 Betti 数 B? 可 以 直接 
从 理论 上 得 到 。 对 于 某 些 p 有 B* = 0, 这 意味 着 对 应 的 上 同调 群 
是 空 集 , 就 不 必 费 事 求解 了 。 由 于 B? 是 拓扑 不 变量 , 凡是 与 球面 微分 
同 豚 的 流 形 都 有 相同 的 B* ,我 们 知道 在 球面 上 有 
B’ = 。 eu (11-99) 
所 以 ,对 于 与 球面 微分 同 胚 的 流 形 , 若 ヵ 不 等 于 0 或 m, 也 不 必 费 事 
求解 了 。 
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在 关 -1 链 2C 上 给 定 边 界 条 件 可 以 有 两 种 不 同 的 方式 。 设 待 求 
的 微分 形式 是 九 在 9C 上 直接 给 出 7 或 * 7 了 称 为 第 一 类 边界 条 件 , 对 
应 的 定 解 问题 叫做 Dirichlet 问题 ;在 2C 上 给 出 d7 或 37 称 为 第 二 类 
边界 条 件 , 对 应 的 定 解 问题 叫做 Neumann 问题 。 

如 果 是 第 一 类 边界 条 件 , 我 们 把 p 形式 ヵ 作 Hodge 分 解 , 

7 = da, + 8B, + 7 (12-1) 

按照 Hodge 定理 ,这样 的 分 解 是 唯一 的 ,我 们 还 可 以 继续 分 解 下 去 ， 
例如 ,对 a, 再 作 Hodge 分 解 ， 


al = da, + 88, + 7, (12-2) 
考虑 到 da, = d8p, (12-3) 
和 d(da, + 7。) = 0 (12-4) 


也 就 是 说 dz。 和 y, 对 求解 ヵ 是 无 意义 的 ,不 失 一 般 性 , 令 。, 为 余 恰 
当 形 式 


al = 6 (12-5) 
如 果 继 续 分 解 8。, 

= dai + 68, + 7。 (12-6) 
可 以 发 现 6, 和 7。 对 求解 7 是 无 意义 的 , 令 B, 为 恰当 形式 

B; = da (12-7) 


这 样 的 分 解 和 讨论 可 以 一 直 进 行 下 去 。 在 对 a, 进行 2m 次 分 解 , 对 
B! 进行 2n 次 分 解 之 后 ,我 们 可 以 把 12-1 写成 

7 = d(A)"a +8(A;) "B+ Yy (12-8) 
这 里 我 们 用 a 和 8B 表示 最 后 分 解 的 结果 。 其 中 m 和 是 0 或 正 整 数 ， 
m = n = 0 的 特例 正 是 Hodge 分 解 。 不 失 一 般 性 , 令 
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ec と SF BEdF? (12-9) 
显然 ,a 满足 方程 
Sa = 0 (12-10) 
da= 1 (12-11) 
dg = 0 (12.12) 
38 = アガ (12-13) 
7 满足 方程 
$y = 0 (12-14) 
dy = 0 (12-15) 
它们 等 价 于 
(A)™ a = ("a= (12-16) 
(A B= (A "pe (12-17) 
Ay =0 (12-18) 
其 中 CA げ = dA (12-19) 
当 m = n =0 时 得 到 ; 
Aa = Aa=I (12-20) 
A = Ap= 了 (2.21) 
Ay = 0 (12-22) 
方程 12-16 至 12-18 与 第 一 类 边界 条 件 
Wl (12-23) 
或 し no (12-24) 


一 起 构成 Dirichlet 问题 。 
如 果 求 解 Neumann 问题 , 我们 把 Hodge 分 解 写成 
7 = d(As)"a + 6(A)"B+Y 
= (Au)"dac +(A)"88 + 7 
= (M+(A)E+Y (12-25) 
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其 中 5 = da,& = 38, 显然 有 


ra Esk (12-26) 
8€ =0 dé = L' (12-27) 
dy=0 $y=0 (12-28) 
它们 等 价 于 
【( 帮 6 ME < 一生 (12-29) 
(AU デル 00 で も (12-30) 
Ay =0 (12-31) 
当 pm = n = 0 时 得 到 . 
AC=A と =K (12-32) 
AE = Ag= ル (12-33) 
Ay = 0 (12-34) 
上 述 方程 12-29 至 12-31 与 第 二 类 边界 条 件 
d ヵ |。。 = dz (12-35) 
或 6 ヵ 7|。。= $9 (12-36) 


一 起 构成 Neumann 问题 。 
当 m 三 2 = 0, ヵ = dim( M) 时 , Dirichlet 问题 成 为 : 


AB = AB= (12-37) 
= FA (12-38) 
当 = n = 0,p = dim(M) 时 , Neumann 问题 成 为 ; 
BE (12-39) 
da = dm が と Fm の (12-40) 


这 两 种 特殊 情况 对 于 求解 可 积 流 形 是 最 重要 的 。 

通常 我 们 遇 到 的 物理 问题 都 是 已 知 某 个 p 链 上 的 边界 条 件 , 并 
不 知道 流 形 上 的 局 部 物理 定律 , 这 时 基本 方程 就 是 流 形 上 的 局 部 物 
理 定 律 。 基 本 方程 具有 一 个 极其 重要 的 性 质 , 那 就 是 线性 性 , 由 此 , 在 
本 书 一 开始 提 到 的 层 流 和 涡 子 的 迭 加 就 是 二 者 的 线性 加 和 。 基 本 方 
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程 中 的 «a、8、¢ 和 & 要 么 是 恰当 的 , 要么 是 余 恰当 的 , 可 见 除 了 调和 人 解 
以 外 , 基本 方程 的 解 都 是 有 势 的 , 在 第 十 五 章 中 我 们 将 利用 边界 条 件 
反 演 得 到 与 层 流 解 对 应 的 a、8、¢ 和 &, 所 以 层 流 解 是 有 势 的 。 此 外 ， 
我 们 感性 趣 的 仅仅 是 单位 元 开 域 上 的 局 部 微分 方程 ,这 样 ,基本 方程 
的 求解 只 在 欧 氏 空间 上 进行 ,至 此 ,我 们 已 经 达到 了 在 本 书 一 开始 提 
出 的 把 任何 物理 问题 化 为 欧 氏 空间 上 的 一 组 线性 问题 的 目的 。 

从 表面 上 看 ,我 们 似乎 可 以 把 边界 条 件 作 Hodge 分解 ,然后 与 基 
本 方程 分 别 联 立 , 得 到 三 个 定 解 问题 , 再 分 别 求解 。 实 际 上 作 这 样 的 
分 解 一 般 是 困难 的 ， 更 重要 的 是 我 们 不 能 假定 dF*! 类 型 的 边界 条 
件 不 会 产生 8F*"' 类 型 的 解 ， 反 之 亦 然 。 
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现在 我 们 要 求 出 用 于 展开 三 维 流 形 上 0 形式 @ 的 广义 检测 函数 
空间 的 函数 基底 ,。 设 这 个 基底 是 线性 无 关 的 函数 序列 $1, |$,, | 
总 可 以 用 Schmidt 方 法 ” 正 交 化 ,不 失 一 般 性 , 令 |#,, | 是正 交 的 , 则 
in 张 成 一 个 无 限 维 的 线性 函数 空间 S。 从 任意 两 个 基底 之 间 的 
下 交 关 系 


(pis $s ) = | dy = Cin Bi dnd (13-1) 
我 们 可 以 
定义 13-1.S 上 的 内 积 
($1,$)ER ああ CS (13-2) 


这 样 S 就 成 为 内 积 空间 。 
按照 广义 函数 理论 , 对 于 任何 一 个 6 c H', 应 该 存在 S 中 一 组 
负数 基底 | #5,, | ,使 得 
の = > Ambm A ER (13-3) 


那么 名 至少 应 该 具有 什么 样 的 性 质 呢 ? 

1. $i, 应 该 至 少 是 C" 的 。 按 照 广义 函数 的 理论 , 多 ， 作 为 检测 函 
数 空间 的 基底 , 只 有 当 其 在 る 的 定义 域 O 上 至 少 是 C’ 的 ,我 
们 才能 自由 地 对 一 个 C" 流 形 上 的 物理 量 の 作 不 多 于 y 次 微 
分 运算 ,如 果 流 形 是 C” 的 , 则 #6, 也 必须 是 C” 的 。 显 然 , C= 
的 あ 。 可以 用 作 任 何 C 流 形 的 检测 函数 空间 的 基底 , 因此 我 
们 的 主要 兴趣 在 于 C” 的 风 ，。 

2. $n 必须 是 平方 可 积 的 ,只 有 当 多 ,是 平方 可 积 的 时 候 . 13-3 
式 的 展开 系数 才 可 以 用 13-1 式 求 出 。 
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一 一 一 一 -一 一- 一 


令 0 是 一 个 线性 微分 算 子 , 设 上 ES spanned by みあ 满足 一 个 
可 以 分 离 变量 的 线性 微分 方程 。 

二 (13-4) 
根据 线性 微分 方程 理论 , 13-4 的 解构 成 线性 函数 空间 。 注 意 到 基本 
方程 组 中 的 偏 微分 方程 都 含有 线性 算 子 A”, 我们 的 想法 是 令 

O=A"” U (13-5) 
或 A” = US (13-6) 
这 样 一 来 ,如果 求解 过 程 中 出 现 A””'$, 则 可 以 代 换 为 U$, 使 计算 简 
化 。 称 13-6 为 Schrodinger 方 程 ,U 为 势 。 必 须 指出 , 尽管 13-6 被 称 作 
Schrodinger 方程 , 它 的 推导 过 程 和 求解 方法 完全 不 同 于 量子 力学 中 
的 Schredinger 方程 , 量子 力学 中 的 Schradinger 方 程 是 13-6 的 特例 。 
当 m =0 的 时 候 ,更 满足 二 阶 线性 的 基本 方程 由 于 % 与 @ 之 间 仅 相 
老 一 个 党 系数 线性 变换 13-3, 因此 ぁ 也 满足 一 个 二 阶 线性 微分 方 
程 , 由 此 得 到 U 是 一 个 阶 数 小 于 等 于 2 的 微分 算 子 , 最 常 見 的 U 是 
某 个 函数 。 在 本 书 中 我 们 主要 考虑 m = 0 的 情况 ,所 以 


Af = LU 
13-7 在 正 交 坐标 | x*| 下 能 够 分 解 变量 当 且 仅 当 吕 
ぁ = [I $2) (13-8) 
_ て で さ へ ぴ (?) 
Ee & =! (h,) (13-9) 


其 中 h, 是 正 交 坐标 的 Lame 系数 。 如 果 使 用 球 座 标 ,13-7 可 以 写 
为 (9 ' 


ld.20% 1 3 
rT ar" Br) ring 38 (ind FF ) 
ーー 3 
rsin op | (13-10) 


令 $ = $b (0)$, (9)$, (7) (13-11) 
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D = BUCO) + ーー 0( め ) + U(r) (13-12) 
た チ Sl 
把 13-10 式 分 解 变 量 以 后 ,与 po 有 关 的 项 为 
す を + [wx 十 U(e)」%, < 和 (13-13) 
dy 
当 U(e) = 0 时 ,13-13 有 一 个 明显 的 解 ， 
$, = T,(cosp) (13-14) 


式 中 T, 是 Tschebyscheff 多項式 ,z = m*。 
把 13-10 分 解 变量 以 后 ,与 9 有 关 的 项 为 
cl -与 -+ 0( の ] =0 
(13-15) 
当 U(9) = 0 时 ,13-15 有 一 个 明显 的 解 ， 
$, = Pr (cos の ) (13-16) 
式 中 Pr 是 缔 合 Legendre 多 项 式 , 其 中 « = m’,o = 7(7+1)。 
把 13-10 分 解 变量 以 后 , 与 > 有 关 的 径 向 方程 是 
te =0 (13-17) 
当 U(r) = 0 时 ,13-17 成 为 Euler 方 程 , Euler 方 程 的 解 在 岡 点 上 
是 奇异 的 ， 不 能 作为 检测 函数 基底 ， 所 以 U(r) 不 能 为 零 。 
Schredinger 方程 的 变量 分 解 可 以 参见 附录 区 。 
在 13-13、13-15 和 13-17 中 ,适当 地 选取 U, 可 以 使 具有 不同 
的 性 质 , 从 而 得 到 某 个 正 交 函 数 解 , 通常 我 们 在 量子 力学 中 求解 
Schrodinger 方程 的 时 候 采 用 的 就 是 这 种 方法 。 反 之 , 令 #$ 为 某 个 正 交 
函数 , 也 可 以 反 解 出 U 来 ,这 是 本 书 在 求解 Schredinger 方程 的 时 候 
所 采用 的 方法 。 对 于 不 同 的 正 交 关 系 , 反 解 出 的 U 也 是 不 一 样 的 。 基 
本 求解 过 程 是 这 样 的 : 令 $ 与 选 定 的 正 交 多 项 式 满足 相同 的 正 交 关 
系 , 从 而 确定 的 函数 形式 。 然 后 微分 $5 代入 13-13、13-15 和 13-17， 
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整理 使 得 二 阶 、 一 阶 导数 项 的 系数 分 别 与 选 定 的 正 交 多 项 式 所 满足 
的 标准 方程 的 对 应 系数 相同 ,最 后 从 0 阶 导数 项 的 系数 确定 U。 这 样 
确定 的 U 是 一 个 函数 。 

从 方程 奇 点 的 个 数 及 其 奇 点 的 性 质 可 以 判断 哪 一 种 正 交 多 项 式 
可 以 用 于 求解 13-13、13-15 和 13-17, 例如 , 径 向 方程 在 > = 0 上 是 
正则 奇 点 ,在 ~ = co 上 是 非 正则 奇 点 。 我 们 知道 合流 超 几何 函数 有 
相同 的 奇 点 性 质 ”, 因此 合流 超 几 何 函数 的 特例 如 Laguerre 和 
Hermite 多 项 式 可 以 用 于 求解 径 向 方程 。b 向 方程 在 9 = 0、x、- x 上 
是 正则 奇 点 , 因此 超 几 何 函 数 的 特例 如 Legendre、Gegenbauer 和 
Tschebyscheff 多 项 式 可 以 用 于 求解 9 向 方程 。 我 们 不 必 考 虑 采用 超 
几何 函数 及 其 特例 Jacobi 多項式 、Legendre 多 项 式 或 Tschebyscheff 
多 项 式 等 来 求解 径 向 方程 ,事实 上 这 样 的 尝试 也 是 不 成 功 的 。 反 之 ， 
9 和 og 癌 的 方程 也 不 必 考 虑 采用 合流 超 几 何 函 数 及 其 特例 来 求解 。 

首先 求解 径 向 方程 13-17。 第 一 个 可 以 考虑 的 正 交 多 项 式 是 
Sonine- Laguerre 多 项 式 " ,具体 求解 过 程 见 附录 工 。 

8 = 0 时 ， 

z= (gr) (13-18) 


2 
U(r) = 人 [- ェ +2(2z+ e+1+ 一 (6+ オーg)] 
Zz 4 


(13-19) 
$, = ze TS (13-20) 
S* 是 Sonine - Laguerre 多項式 。 如 果 要 求 $6 是 解析 的 , 则 
1 _ 1 3 5 
本 う ヒー 0 1。2… @ 一 う * レレ 7 (13-21) 
若 の ティ (13-22) 


EES | ag ナ 1) - ヶ ] (13-23) 
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8 = 工时 
人 (13-24) 
U(r) ニア トッ ーー テート] フォ ュー オー] リー オ | | 
(13-25) + 
を = rT el: (13-26) ' 
L; 是 缔 合 Laguerre 多項式 。 如 果 要 求 % 是 解析 的 , 则 \ 
a-! _ ER A (13-27) : 
上 
若 c= ニ /(/+1) «a=2li+1 (13-28) 
U(r) = pr[(2n +1+ a) ラーー オ 」 (13-29) 


我 们 称 解 13-26 为 气态 的 ; 称 解 13-20 为 液态 的 。 称 x 为 尺度 因 
子 , 的 值 由 物理 问题 的 尺度 决定 。 解 13-26 不 是 正 交 的 , 而 是 准 正 本 
交 的 ,可 以 用 Schmidt 方法 使 其 正 交 归 一 化 。 

Schredinger 方程 还 可 以 在 直角 坐标 下 分 解 变量 , 得 到 三 个 完全 中 
一 样 的 方程 


全 +[U(z) - EJ, = 0 (13-30) 1 

本 + [U(y) - z] あ =0 (13- 31) 

ず ぁ 

コー テト 【O(s)-g]1 =0 (13-32) 1 
及 +re+o= 0 (13-33) 1 

解 得 (附录 WM) は 

NR (13-34) 較 
若 a=0 

A A Sa (13-35) 
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称 = oH (13-36) 
为 固态 的 , gz 为 尺度 因子 。 注 意 到 坐标 x 、y、z 在 上 述 求解 过 程 中 是 
完全 对 称 的 ,三 个 分 量 方程 得 到 的 尺度 因子 必然 是 相等 的 。 

我 们 可 以 仿照 求解 径 向 方程 的 方法 用 Jacobi 多 项 式 求解 9 向 方 
程 和 9p 同方 程 , 结果 见 附录 和 YY。 

以 上 在 确定 势 U 的 过 程 中 都 是 先 令 二 阶 导 数 项 的 系数 与 选 定 
的 正 交 多 项 式 的 标准 方程 相同 , 再 从 一 阶 导 数 项 的 系数 确定 一 个 变 
换 , 最 后 从 零 阶 导数 项 的 系数 确定 势 U, 我 们 用 (2,1,0) 来 表示 这 个 
求解 顺序 。 其 实 还 可 以 有 其 他 的 求解 顺序 , 如 , (1,2,0), (0,1,2) 等 
等 (1,2,0) 的 意思 是 先 令 一 阶 导 数 项 的 系数 与 选 定 的 正 交 多 项 式 
的 标准 方程 相同 ,再 从 二 阶 导数 项 的 系数 确定 一 个 变换 , 最 后 从 零 阶 
导数 项 的 系数 确定 势 U。 可 能 的 求解 顺序 一 共有 3! = 6 种 , 从 而 得 
到 其 他 解 态 。 这 些 解 态 对 应 的 U 可 以 是 一 个 一 阶 导数 或 二 阶 导数 。 
此 外 ,在 欧 氏 空间 中 , 还 可 以 在 其 他 正 交 坐标 系 中 分 解 Schrodinger 
方程 ,也 能 得 到 其 他 解 态 。 按 照 文献 [13], 在 R 中 这 样 的 正 交 坐 标 
一 共有 13 种 , 每 一 种 正 交 坐 标 有 三 个 分 量 方程 , 每 一 个 分 量 方程 可 
以 尝试 用 任何 解析 且 平 方 可 积 的 正 交 函 数 求解 ,同样 可 以 得 到 不 同 
的 解 态 。 因 此 可 能 得 到 的 解 态 是 非常 多 的 ,限于 篇 幅 , 不 再 逐一 求解 。 

最 终 , 我 们 得 到 Schredinger 方程 的 气态 解 

= Xx, 


= [(pr) oe 全 Le (yr)] Pr (cos6) (13-37) 


COS7z の | 
sin 


其 中 7 =0,1,2,… m = 0,1,2,.…,1 
n = 1,2,3 a = 1,3,5… 
U(0) 和 U(g) 等 于 0, U(r) 的 表达 式 见 13-25。 
还 得 到 了 Schrodinger 方程 的 液态 解 
の = あ メ の x 
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= “5 (/ 六)]P (cos の 1 a 
[sinm®% 


(13-38) 


其 中 =0,1,2,… m = 0,1,2,.…,/ 


1 , 
n 一 1.2.3… 0 = 可， 記 。 
U(2) 和 U(e) 等 于 0, U(r) 的 表达 式 见 13-19。 
如 果 在 直角 坐标 下 分 解 变量 ,引用 固态 解 
の ゆ の ニ あみ メメ の 


= (gz) (py) (pr) er He (pr) He (py)H’ (pe) 


(13-39) 
其 中 7=0,1.2。… m=0,1,2,.… n= 0,1,2,… 
te =-2(a+B+7Y+n+m+/)-3 
+ de rt の 。 ト wtn で 1) 
(pr) 
下 B(B ) : キ 7( ア ー1) (13-40) 
(py) (pz) 


称 13-40 中 的 正 知 次 项 为 刚性 因子 , 负 短 次 项 为 塑性 因子 。 


第 十 四 章 ”求解 A 算 子 的 特征 形式 


我 们 首先 考虑 A&"” 算 子 的 0 阶 特征 方程 , 令 m = 0 
AG = 和 SEH(M) (14-1) 
考察 Schredinger 方程 ,虽然 [wu" ,A] = 0, 但 是 一 般 地 [u*,U] 
了 关 0, 所 以 $ 不 是 物理 量 , Schredinger 方程 不 是 物理 定律 。 从 命题 
11-4 知道 の 一 定 是 物理 量 。 ヵ = 3 时 , 在 球 坐 标 下 14-1 可 以 写 为 
Helmholtz 方程 


TH ず 。 29 1 2,. ,98 
[a (7 Fp + ーー osin 37) 
2* 
r sin の 9 の 
今 の = の (と >) の (の) の (の ) (14-3) 


解 得 ” 


COS 
Pin = DP xX DB, xX BD, = が) (ee の) 2 | (14-4) 
Sin 777 の 


其 中 の , = ji(kr) k = YA (14-$) 
8 = Pr (cos の ) (14-6) 
= NM (14-7) 

sinm® 


其 中 j, 是 球 Bessel 函数 , P” (cos9) 是 缔 合 Legendre 多項式 。14-4 的 
Bu 张 成 一 个 无 限 维 的 0 形式 空间 H', の, 在 [0, co ) 上 不 是 平方 可 积 
的 ,因此 当 物 理 问题 定义 在 包含 co 的 区 域 上 时 不 能 用 Bs 作 11-29 
那样 的 展开 。 我 们 可 以 尝试 用 Schredinger 方程 的 特征 解 展开 @, 从 
而 求 出 14-1 的 解 ,并 使 之 在 [0, co ) 上 平方 可 积 。 为 此 , 用 前 一 章 求 出 
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的 Schredinger 方程 的 解 $ 来 展开 甸 。 


令 の = や, (の) の , (る) の 、( ァ ) (14-8) 
ey や 4 = DAp (4-9) 
则 の = の ,( の ) の ,(e) の 。( ヶ b> 2 DAAA, bt, 
(14-10) 
代入 14-1 得 


0 oo Do 


DAAALUG) 0 


/=0 m=0n=0 


(14-11) 


44 4.| 和 4.[U(r) - A] | あめ, 


0 


+ 3 4.4。 | と 4.0( の ) あ 1 ああ 
+ DAA IA U( ぁ ) あ | ああ = 0 (14-12) 
上 式 成 立 当 且 仅 当 
yA (の ) ぁ =0 (14-13) 
や 4.0( の = 0 (14-14) 
4 U(r) - 4] あ = 0 (14-15) 


命題 14-1: 展 乾式 14-13、14-14 和 14-15 必然 存在 只 有 有 限 个 
系数 不 为 零 的 解 。 

证 明 :从 Hodge 分 解 定理 可以 正明 , 緊 致 、 可 定 向 流 形 上 的 0 形 
式 7 是 有 限 维 空间 中 的 元 素 (命题 11-8), 而 这 样 的 流 形 上 的 任何 0 
形式 可 以 展开 为 A 算 子 特征 函数 @ 的 级 数 ,因此 の 也 必然 是 有 限 维 
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空间 的 元 素 , 进而 の , 、 ゆ , 和 SBw 也 是 有 限 维 空间 中 的 元 素 , 事实 上 ， 
从 第 十 一 章 里 叙述 的 调和 算 子 的 性 质 3 也 可 以 直接 证 明 这 个 命题 。 
证 完 。 
在 附录 I、IV 和 Vi 中 我 们 求 出 了 有 限 维 的 @。、 の , 和 gv, 最 后 
得 到 三 组 代数 方程 
a —1 
4 
An(la,o,p)=0 
人 4 (2。 の 。p) =0 
A,(B, ca,k) = 0 
PO = 中 
AM(Y,) =0 
内 x) = 0 
联 立 这 三 组 七 个 方程 ,我 们 只 有 六 个 参数 , 而 且 其 中 有 些 量子 数 只 能 
取 正 整数 或 正 半 整数 , 可 是 注意 到 我 们 还 有 三 个 可 以 取 任 意 正 整数 
的 数 N、L 和 M, 问题 成 为 七 个 约束 , 九 个 可 以 独立 变化 的 参数 , 解 
是 可 能 存在 的 ,事实 上 , 命题 14-1 保证 了 上 述 联 立方 程 必然 有 解 。 
在 以 上 的 求解 过 程 中 我 们 假定 り (9) 和 U(e) 均 不 为 0。 可 以 想 
见 , 由 于 2 或 9 方向 的 势 出 现在 方程 中 , 这 样 的 解 将 具有 明显 的 旋涡 
结构 。 如 果 取 U(g) = 0, 则 14-18 的 两 个 方程 消去 , 且 


一 Zo 


(14-16) 


(14-17) 


(14-18) 


ャ ニッ ニキ ラテ =m (14-19) 
Du = 轧 (14-20) 
14-16 至 14-18 成 为 
ce -1 
4 = の 
4。(g,g,p) = 0 (14-21 ) 


Aniila, び 。 o) > 0 
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| (14-22) 
at em = 
如果 取 U(9@) = 0, 则 14-17 的 两 个 方程 消去 , 且 
[=n-m,o= n(n+1) (14-23) 
= $, (14-24) 
按照 惯例 , 我 们 用 ! 表示 缔 合 Legendre 多項式 的 下 本 , 把 14-24 写成 
の 。 ニ る (14-25) 
14-16 至 14-18 成 为 
EE 
(14-26) 


An(a,l(l+ 1), p) = 0 
Anul(a,i(l +1),o)=0 
14-26 是 三 个 约束 ,四 个 可 以 独立 变化 的 参数 的 问题 , 命题 14-1 保证 
14-26 必然 有 解 。 
U(r) 是 不 能 为 0 的 , 否则 Schredinger 方程 的 径 向 分 量 方程 就 
成 为 有 奇 性 的 Euler 方 程 。 取 (9) = U(g) = 0, U(r) 关 0 的 气态 
解 , 最 后 得 到 


Dn $$ の 、 ーー あの SA (14-27) 


这 里 0S/ 么 ーー a=2l+1 m=0,1,2,…,Z 

为 了 方便 后 面 的 叙述 ,我 们 将 把 14-1 的 解 简单 表示 为 の 。 在 附 
录 JW 和 VI 中 递 推 求 出 的 解 带 有 任意 常数 A。 和 A, ,我们 可 以 利 
用 这 些 任意 常数 使 求 出 的 特征 解 归 一 化 。 信 以 下 四 讨论 中 我 内 想 直 
求 出 的 の 已 经 正 交 归 一 化 了 , 也 就 是 说 の 満足 


| A = (14-28) 
求 出 A 算 子 的 特征 0 形式 以 后 ,就 可 以 用 第 十 五 章 的 方法 反 演出 M 
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上 的 流 形 画 数 。 用 不変 算 子 * 、d 作 用 于 @ 可 以 得 到 M 上 的 其 他 物 
理 量 。 例 如 , * @ 是 m 形式 ;dG 是 1 形式 。 还 可 以 用 第 七 章 的 方法 生 
成 X span 9(M) 和 span 9 (M)。M 上 的 任意 1 形式 可 以 写成 多 
的 常 系数 线性 组 合 ,任意 p 形式 可 以 写成 的 p 阶 张 量 积 的 常 系数 
线性 组 合 ， 

の /” = 2 A A 人 gr 4 (14-29) 
运用 第 五 章 叙 述 的 各 种 运算 可 以 得 到 可 积 流 形 M 上 的 各 种 张 量 。 
の 。。 是 物理 量 , 但 不 一 定 是 M 上 的 物理 量 。 按 照 我 们 在 第 十 九 章 给 
出 的 定义 ,已 知 任何 1 形式 de , 可 以 计算 出 对 应 的 能 量 


EN = | dg 人 *d の = dGN 人 *d の 。 (14-30 ) 


给 定 不 同 的 量子 数 ,我们 称 能 量 序列 j en | 为 量子 的 原始 能 级 。 

以 上 我 们 从 特征 方程 14-1 求 出 了 特征 0 形式 及 其 对 应 的 特征 
值 , 由 此 可 以 求 出 可 积 流 形 上 的 任何 张 量 。 在 p(p > 0) 阶 可 积 流 形 
上 , ヵ 形式 ヵ 基 不可 彼 的 , 只 能 用 A 算 子 的 p 阶 特征 形式 展开 ,因此 必 
须 求解 A 算 子 的 p(p > 0) 阶 特征 方程 。 

Ad の = 1 EF(M) (14-31) 

设 Ps 张 成 p 阶 可 积 流 形 M 上 的 ヵ 阶 de Rham 上 同调 形式 空 
同 Hr?(M), H*(M) 上 的 任意 p 形式 可 以 写作 

= OA Mn ER (14-32) 
注意 到 算 子 A, 的 性 质 , As:H?(M) 一 HP(M),As91's 也 是 H*(M) 
中 的 元素 , 可 以 写 成 が ちち 的 常 系数 线性 组 合 


令 A = に の ビル Ti ER (14-33) 
故 14-26 式 可 以 写成 
(4 4 Ti ph )2 =0 (14-34 ) 


注意 到 が 是 线性 无 关 的 基底 ， 
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(の に pA, =0 (14-35) 
写成 矩阵 形式 
(T-p1)A=0 (14-36) 


其 中 T = [Th ] ,A = 1A ,1,1 是 单位 矩阵 ,根据 Hodge 分 解 


定理 , 如 果 流 形 是 紧 致 \ 可 定向 的 , 4 是 有 限 维 矢量 ,14-31 式 存在 非 
零 解 4 的 充分 必要 条 件 是 : 
det( 工 一 AT) = 0 (14-37) 

从 此 式 可 以 求 出 特征 值 y, 进而 求 出 y 对 应 的 特征 形式  。 対 
As 算 子 也 可 以 进行 类 似 的 讨论 进而 得 出 对 应 的 公式 ,这样 的 讨论 仅 
仅 从 理论 上 证 明 14-26 是 可 解 的 ,具体 的 求解 方法 仍然 未 知 。 在 这 里 
我 们 讨论 一 个 特殊 情况 , 那 就 是 在 Descartes 坐标 系 下 , 由 于 度 规 算 
阵 是 单位 矩阵 , 当 * 算 子 作用 于 微分 p 形式 @? 的 时 候 , 不 会 把 の 
的 分 量 混在 一 起 , 得 到 的 方程 组 关于 每 个 分 量 是 一 个 独立 的 标量 微 
分 方程 ,可 以 分 别 独 立地 解 出 。 

在 求解 A 算 子 的 特征 解 的 时 候 可 以 采用 不 同 态 的 Schrodinger 
方程 特征 解 , 而且 我 们 可 以 用 A" 来 代替 Schradinger 方程 中 的 A, 也 
可以 用 A" 的 特征 形式 来 展开 物理 量 。 同 一 个 物理 量 可 以 用 A" 算 子 
不 同 的 特征 解 展开 , 得 到 不 同 的 表示 方式 。 

定义 14-2: 流 形 上 的 一 个 物理 量 可 以 用 Schredinger 方 程 的 不同 
特征 解 表示 , 我 们 称 这 些 不 同 的 表示 为 物理 量 的 态 。 

假设 存在 一 个 微分 同 胚 映射 下 ; P, -> P,, P, 和 P, 是 不 同 态 的 
A 算 子 特征 空间 , 由 于 下 是 微分 同 胚 ,所 以 下 把 已 , 中 的 一 个 NN 维 子 
空间 映射 为 P, 中 的 一 个 N 维 子 空间 , N 是 在 同 胚 映 射 下 的 拓扑 不 
变量 。 

定义 14-3:A 算 子 的 特征 形式 从 一 个 态 到 另 一 个 态 的 转变 为 相 
变 , 称 下 : P, -> 忆 为 相 变 映射 。 
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在 本 章 中 我 们 将 从 边界 条 件 反 演 得 到 物理 问题 的 解 , 这 个 解 被 
表示 为 A 算 子 的 特征 p 形式 @’ 的 线性 加 和 。 从 第 十 四 章 的 讨论 我 们 
知道 の 可 以 有 很 多 不 同 的 态 , 因此 首先 要 确定 使 用 那 一 个 态 的 @ 。 
如 果 物 理 问 题 依赖 于 某 种 具有 确定 性 质 的 背景 物质 (我 们 称 之 为 以 
太 ), 那么 这 个 问题 不 难 回 答 : 采 用 的 @ 的 态 应 该 与 以 太 具 有 相同 的 
势 。 例 如 :液体 中 发 生 的 物理 问题 要 用 液态 的 多 ,气体 中 发 生 的 物理 
问题 要 用 气态 的 の 。 

一 个 物理 问题 的 边界 条 件 是 这 样 给 定 的 : 设 流 形 M 上 有 p 链 C， 
在 9C 上 给 定 p 一 1 形式 w, w 的 给 定 可 以 有 四 种 不 同 的 情况 , 它们 分 
别 是 : 

第 一 类 边界 条 件 或 Dirichlet 问题 

の |。。 = * yo (15-1) 


pe 70 (15-2) 
第 二 类 边界 条 件 或 Neumann 问题 

の |。。 = 07o (15-3) 

の |。。 = * dno (15-4) 


15-1 至 15-4 中 的 四 个 ヵ 。 是 不 同 阶 的 微分 形式 , 在 以 后 的 叙述 中 我 
们 不 再 指出 这 一 点 。 能 够 把 3C 和 C 上 的 微分 形式 联系 在 一 起 的 是 链 
上 的 Stokes 公式 
| ss | > (15-5) 
命題 1?-1.C 上 的 调和 形式 与 3C 上 的 边界 条 件 无 关 。 
正明 : 把 
w= da+68B+7Y (15-6) 
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代入 15-5, 注意 到 dy = 0, 显然 可 以 把 任意 调和 形式 > 代入 15-5 的 
左 端 而 使 等 式 成 立 。 证 完 。 
15-5 可 以 写成 de Rham 对 偶 的 形式 

< Cdo>=< Cw > 下 
上 式 的 左 端 是 在 p 链 上 的 积分 , 右 端 是 在 p -1 链 上 的 积分 。 
从 de Rham 定理 我 们 知道 存在 非 退 化 的 de Rham 対 偶 2 

< Hs SAAS (15-8) 
其 中 戸 。 就 是 同调 群 , H,_, 是 余 同调 群 , 可 以 把 有 H,_, 理解 为 纯粹 是 
H”“ 的 对 偶 。 我 们 知道 H* 和 H”"“ 之 间 存 在 着 非 退 化 的 Poincaré 对 
偶 

< wn>=| wh*y—R (15-9) 


7,w €E H’) 

两 个 空间 之 间 存 在 非 退 化 的 对 偶 意味 着 这 两 个 空间 之 间 存 在 同 胚 映 
射 , 因 此 我 们 有 交换 图 

H*(M)SOH”"?*(M) 

1 1 (15-10) 

H,(M)SH,.,(M) 
15- 10 中 任意 两 个 空间 之 间 存 在 非 退 化 的 的 对 偶 , 它们 之 间 的 映射 
都 是 同 胚 映射 。 如 果 把 所 有 的 ヵ 链 构成 的 线性 空间 表示 为 C,( M)， 
显然 有 11-5 的 対 偶 


C,(M) = H,(M)®D * H,.,(M) (15-11) 
而 且 

H,(M) | *H,.,(M) (15-12) 
在 H* 中 可 以 取 适 当 的 A 算 子 的 特征 形式 @ 为 基底 ,使 得 

の span H? (15-13) 


由 于 15-10 中 的 两 两 空间 之 间 存 在 同 胚 映射 ,于 是 有 
x の span * HH"? (15-14) 
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C span H, (15-15) 
和 《xs span * H,-, (15-16) 
在 这 里 我 们 并 未 定义 作用 在 p 链 上 的 * 算 子 , 只 是 用 *C, 表示 
H,_, 的 基底 而 已 。 适 当选 取 H* 和 戸 , 的 基底 可 以 使 得 Poincaré 対 偶 
和 de Rham 対 偶 満足 


く < の. の >=| の 人 * の = (15-17) 

和 ぐ C。 の >= ざ (15-18) 
任 给 闭 p 链 C € HH, ,我们 有 展开 式 

C= うど が Ci ER (15-19) 
用 の 与 15-19 両端 作 de Rham 対 偶 可以 求 出 系 数 が. 

が テニ で C。 > (15-20 ) 
同样 , 任 给 闭 p 形式 €E H? ,我 们 有 展开 式 

7= 26 の a,€ER (15-21) 

用 C, 与 15-21 两 端 作 de Rham 对 侦 可 以 求 出 系数 a， 

ga = くく C7> (13:22) 
类 似 地 有 

*C= ObxC bER (15-23) 


用 * の 与 之 作 de Rham 対 偶 可 以 求 出 系 数 が 。 有 趣 的 是 , 15-21 还 可 
以 用 Poincare 対 偶 求 出 系 数 a,， 

a =< DB,n> (15-24) 
如果 の 和 C 满足 15-17 和 15-18,15-22 和 15-24 求 出 的 系数 是 完 
全 一 样 的 显然 ,用 Poincaré 対 偶 求 系 数 比 用 de Rham 对 偶 求 系数 容 
易 得 多 。 因 此 , 在 遇 到 de Rham 对 偶 的 时 候 , 我 们 总 是 试图 换 成 
Poincare 对 偶 来 计算 。 

由 于 Stokes 公式 对 任意 ヵ 链 成 立 ， 
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<C,,do >=< dC,,@ > 


(15-25) 


按照 边界 条 件 15-1 至 15-4,。 可 以 有 四 种 不 同 的 情况 , 它们 分 别 是 


CU 一 * 7， 


w= 7 w= 0n, w= *d ヵ 


注意 到 dw 是 p 形式 , 对 应 四 种 情况 分 别 有 


dw 
dw 
dw 
dw 
其 中 


dx*x7n= dx(da+88B+7Y)= (-1)x*AMa 

dy = d(da + 8B + 7) = Ap 

d6 ヵ = d8(¢+é&+y) = Aj¢ 

dxdy=dxd(¢+é+y) = (-1)‘* A,é 
e = pl(m— p) 


(15-26) 


(15:27) 
(15-28) 
(15-29) 
(15-30) 
(15-31) 


15-27 至 15-30 式 右 端的 微分 形式 都 是 某 个 de Rham 上 同调 群 中 的 
元 素 , 对 应 的 Stokes 公式 为 
< * Cu(-ー1)"x*Aae ラニ マ 92*wC,。* 7o > 
< CM SI, 
< >=<IC, 8 > 
< “Ci(-1i aaAe>=<anCed > 


令 


c = Ax の *x の span * 月 "2(M) AG 


B= B® の span H(M) AA の = ル の 


= ルン の span HI(M) AA の = ん の 


€= OB 


* の span * H" ’(M) AA の 


把 15-36 至 15-39 代入 15-32 至 15-35 可 得 


AAA (デー すま) く 9* (Co * 20 > 


BA = < dC,, No > 
DA, = < dC, dm > 
EA = (- 1)° < oxC;*dn > 


= AD 


ん の 


(15-32) 
(15-33) 
(15-34) 
(15-35) 


(15-36) 
(15-37) 
(15-38) 


(15-39) 


(15-40) 
(15-41) 
(15-42) 
(15-43) 
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15-40 至 15-43 式 右 端的 de Rham 对 偶 可 以 化 为 Poincare 対 偶 。 
設 の 満足 


8 = こく. の >=| 9 


Bh 3 の Eh 
元 | Ag = | we en (15-44) 
或 者 
<2C,,8 >= 8 (15-45) 
因此 存在 与 
aC (15-46) 
对 应 的 映射 ー 
户 :9C 一 二 3g (15-47) 


类 似 地 , 设 * の @ 满足 


だ ニ ぐ *C* の >= | * の =ー| A * の 
“CO, ん A, *C, 


= rv x 8d の = i x dg (15-48) 
或 者 
(1 <dxC,, *d& >=8 
RC = 8 (15-49) 
因此 存在 与 
hi:*C,— < の (15-50) 
对 应 的 映射 
A ニーバ x dg (15-S1) 


J 


把 15-40 至 15-43 中 的 de Rham 对 侦 换 为 Poincaré 対 偶 
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| 
ん ルー く *d の メカ ラニ Pe A * mn (15-32) 
SS = AA (15-53) 
B, = | 70 
CD 「 』4 み 人 8 (15-54) 
D, 3 $®* >O 7o 之 三 "hs 7o 
S 1)" 
E = 二 < do,rdm > ニー ニュ ー| dg A *dno 


(15-55) 

对 A > 0 的 情况 ,能 够 直接 在 P” 上 积分 确定 上 述 各 式 中 的 常 
系数 A,, B,, C, 和 DD,。 当 4，= 0 时 ,@: 是 调和 形式, 根据 命题 
15-1, 调和 形式 与 边界 条 件 无 关 。 

如 果 物 理 问 题 中 给 定 ヵ = dim( M), 则 上 述 四 式 中 只 有 15-53 和 
15-55 是 需要 计算 的 ,此 时 p 链 C 是 流 形 M 上 的 一 个 已 知 的 m 维 域 
0。 在 求解 Schredinger 方程 的 过 程 中 , 出 现 一 个 叫做 尺度 因子 的 常 
数 , 把 の 上 的 Stokes 定理 写 为 ， 

く 2.AJ っ = ぐ > (15-$6) 

< NN,AMY >=< a0,6n > (15-57) 
上 述 两 式 的 右 端 是 可 以 计算 的 数 , 左 端 是 尺度 因子 的 函数 , 可以 唯一 
确定 尺度 因子 。 注 意 到 命题 15-1, 尺度 因子 与 M 上 的 调和 解 无 关 。 由 
于 FH? 垂直 于 H"?*, 所 以 H* 和 HH"?* 可 以 有 各 自 独立 的 尺度 因子 。 但 
是 H?( 或 H"“) 中 所 有 特征 形式 的 尺度 因子 必须 相同 , 只 有 唯一 的 
尺度 因子 才能 保证 Schredinger 方程 的 特征 解 相 互 正 交 , 进而 保证 同 
一 个 H+ 上 的 多 互相 正 交 。 从 15-56 和 15-57 还 可 以 知道 ,尺度 因子 
是 被 边界 条 件 唯 一 确定 的 。 至 此 , 我们 完成 了 边界 条 件 反 演 。 

经 过 反 演 ,我 们 得 到 了 M 上 的 一 个 微分 形式 ,通常 这 也 是 M 上 
唯一 一 个 已 知 的 张 量 ,如 果 流 形 是 可 积 的 ,30 是 mx - 1 链 的 边界 条 
件 反 演 使 我 们 直接 得 到 流 形 上 的 m 形式 * @。 別 
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ゥ =d の =0 (15-58) 
就 是 M 上 的 一 阶 物理 定律 ,按照 第 七 章 给 出 的 方法 , 指定 定位 和 定 
向 ,就 可 以 生成 a( M) 和 a"(M), 于 是 M 上 的 任何 几何 性 质 都 是 可 
以 计算 的 。 
必须 指出 的 是 , 边界 条 件 反 演 并 不 一 定 限 制 在 a"(M) 上 ,对 
T"(M) 上 的 p 形式 也 可 以 反 演 ,这 取决 于 边界 条 件 是 如 何 给 定 的 。 
如 果 反 演 得 到 的 是 1 形式 7E T'(M), 那 久信 7 生成 g'(M) 还 要 
费 点 儿 事 , 具体 方法 见 第 八 章 。 
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任意 週 和 ヵ 形式 9 € 下 满足 基本 方程 12-20 至 12-22 或 
12-32 至 12-34, 从 命题 15-1 我 们 知道 @ 也 必然 是 物理 问题 的 解 。 
A@9 = 0 (16-1) 
由 于 @ 不 涉及 边界 条 件 反 演 , 无 须 展 开 为 の 的 级 数 , 不 必要 求 
解析 和 平方 可 积 , 因此 @ 可以 包含 奇 点 , 一 个 具有 适当 的 态 并 且 适 
当 可 微 和 可 积 的 @ 可 以 是 任何 物理 问题 的 解 。 考 虑 BE HI 的 情 
况 ,16-1 成 为 通常 的 标量 Laplace 方程 。 
在 球 坐 标 下 把 16-1 分 解 变量 , 解 得 


8,, = Y*(0,0)R,(r) (16-2) 
其 中 Y7 (9, る ) 是 球 函 数 。 
和 cr + D -条 C,DER (16-3) 
是 Euler 型 方程 
(7 合う)- 7+1OR =0 (16-4) 
的 解 。 因 此 
| (16-5) 
た COS 72 の 
16-5 在 r 一 oo 时 为 无 穷 大 ,这 样 的 物理 场 没 有 被 观察 到 , 所 以 令 
C=0 
.dy の の | (16-6) 
た COS 72 の | 


与 从 边界 条 件 反 演 得 到 的 解 不 同 ,16-6 在 ， = 0 是 奇异 的 ,我 们 把 反 
演 得 到 的 解 称 为 绕 流 解 ,把 16 6 称 为 第 - -类 黑洞 解 . 如 果 黑 洞 解 关 


第 十 六 章 黑 洞 125 


于 対称, 则 
本 ーー Pod) (16-7) 
上 式 可 以 用 球 函 数 的 加 法 公式 写 为 球 函 数 的 加 和 ,因此 采用 


Legendre 多 项 式 的 黑洞 解 是 可 以 分 裂 为 16-6 的 。 如 果 黑 洞 解 关 于 9 
也 对 称 , 则 


二 (16-8) 


A@ 可 以 看 作 是 一 个 奇异 流 形 的 流 形 函 数 。 满 足 16-1 的 @ 必 是 
物理 量 , 因此 我 们 无 须 考虑 把 @ 展开 为 多 的 级 数 , 而 可 以 直接 根据 
以 太 的 性 质 把 8 展开 为 Schredinger 方 程 的 某 條 特 征 解 序列 あぁ 。。 的 
级 数 

© = 2 Am 7 (16-9) 


16-9 在 + = 0 是 奇异 的 ， 展开 式 中 的 加,, 可 以 是 奇异 的 正 交 多 项 式 。 
如 果 在 径 向 采用 Euler 方 程 的 解 , 而 在 6 向 或 9 癌 采 用 U(0) 关 0 或 
U(p) 0 的 Schredinger 方程 特征 解 ,就 得 到 了 有 旋涡 结构 的 黑洞 
解 。 具 体 求解 方法 与 求解 析 调 和 人 解 类 似 , 可 以 参见 附录 IV 或 YI, 本 书 
不 再 深入 研究 。 

用 算 子 A 作用 于 16-9, 

A@ = Am A あ 。。= /Am りあ 。。= (16-10) 

从 16-10 最 后 一 个 等 号 两 端 可 以 看 出 A@ 确实 是 一 个 奇异 流 形 函 数 。 
用 递 推 的 方法 也 可 以 从 16-10 得 到 解 , 如 果 这 个 解 在 除了 孤立 奇 点 
外 的 全 空间 一 致 收敛 ,那么 也 是 合理 的 解 。 

除了 16-1, 我 们 还 可 以 导出 另外 一 种 黑洞 方程 ,假设 物理 问题 
定义 在 0 上 ,2 是 M 上 的 一 个 m 维 区 域 ,把 15-56 和 15-57 写成 


| ag | zx (16-11) 
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上 式 中 , 当 互 分 別 等 子 8 和 时 ,x 分 别 等 于 7o 和 8$y7o。 
我 们 考虑 16-11 当 2 趋 于 一 点 ze 的 极限 情况 , 今 x(30) 表示 
22 上 的 点 在 某 个 P” 中 的 坐标 值 。 


如 果 lim | a (16-12) 
则 无 法 得 到 有 限 的 展开 系数 ,因此 不 子 考 虑 。 如 果 

| wdim x = 0 (16-13) 

olim | Ag 三 | Ag 加 0 (16-14) 
de Rham 对 偶 是 非 退 化 的 ,因此 必然 有 

AT = 0 (16-15) 


这 正 是 16-1。 根 据 命题 13-1, 调 和 函数 的 展开 系数 不 能 从 Stokes 公 
式 得 到 。 剩 下 只 有 
i | SO (16-16) 
x(an)- zx, 1-0 an 
CE (0, oo )。 不 失 一 般 性 , 令 C = 1。 
odim | ag = | ag | A7 = 1 (16-17) 
所 以 AIT = 5(x - xo) (16-18) 
其 中 6(x - x。) 是 Dirac 函数 ,了 与 8 人 性质 不 同 ,8 在 全 空间 调和 ,而 
7 则 在 除了 x。 的 全 空间 调和 。16-18 说 明 所 在 x。 是 奇异 的 ,我 们 把 


16-18 的 解 称 作 第 二 类 黑洞 解 ,8(x - x。) 与 a" 不 能 对 易 , 为 了 保证 
7 是 物理 量 , 只 能 用 の 展开 卫 , 令 


IH = >A® (16-19) 
把 16-18 右端 的 Dirac 函数 也 展开 为 の 的 级 数 ， 
(x -xzo) = Dag (16-20) 


两 面 用 @ 作 Poincare 标量 积 ， 
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a = | x x A XE = | ,rx Hd = の (so) 
M R 
(16-21) 
则 16-18 変成 
DAAD = DAND = SPE B= P(x) (16-22) 


上 式 两 面 用 の 作 Poincare 标量 积 , 得 到 
と 定 (16-23) 
可 见 , 对 任何 态 的 多 ,我 们 可 以 从 方程 16-18 反 演 得 到 展开 系数 , 最 


终 得 到 了 ,把 工人 代入 
| Ni (16-24) 
可 以 确定 尺度 因子 。 


第 十 七草 ”量子 和 ;内 子 


注意 到 (4 > 0) 是 被 9C 上 的 边界 条 件 唯 一 决定 的 , 所 以 
(4 >0) 附 着 在 边界 上 ,是 不 可 运动 的 、 稳 定 的 ,或 者 说 色 (1 >0) 
是 与 弧 长 时 间 无 关 的 ,每 一 个 (4 > 0) 是 整个 物理 问题 的 解 的 一 
部 分 , 它 并 不 单独 构成 一 个 解 , @ 的 线性 组 合 才 是 整个 物理 问题 的 
一 个 解 ,这 是 の 不 能 单独 运动 的 男 一 个 原因 。 在 灌流 中 ,这 个 稳定 解 
构成 所 谓 层 流 解 。 在 消 流 实验 中 我 们 还 观察 到 边界 不 断 释放 出 涡 子 
的 现象 , 而 且 涡 子 的 运动 是 自由 的 、 非 定常 的 。 我 们 希望 能 够 从 の 生 
成 一 个 相对 于 边界 3C 可 运动 的 p 形式 解 平 ,为 了 简洁 起 见 , 在 以 下 
的 叙述 中 去 掉 の @ 的 上 标 。 令 


= V(t,x) (17-1) 
亚 是 从 生成 的 ,所 以 必 有 

V|,.。=® (17.2) 
不 妨 假定 = B(x)$(i) (17-3) 


$ 是 1 的 杯 量 函 数 , 満足 的 Stokes 公式 是 
< CA > = で CB) >.。= く 2C ァ > 
(17-4) 

上 式 中 , 当 の 分 列 等 子 x a、B、Y 和 x 时 ,x 分 别 等 于 * 加 、7o 3 
和 * dyo。 令 O 是 流 形 上 的 线性 不 变 算 子 , 且 O 仅仅 作用 于 变量 +, 如 
果 

OY = POPA(t) = ー- AMG80r) (17-$) 
则 < CO >|,.。 =< く 3C,, - ぇ > (17-6) 
把 17-4 和 17-6 两 式 相 加 

< C,(A+O) 更 >| 。=0 (17-7) 


第 十 七 章 量子 和 渦 子 129 


为 了 使 更 的 运动 与 C, 无 关 ,17-7 必须 在 任何 时 刻 都 成 立 

< ts ltt O00 (17-8) 
17-8 的 左端 是 de Rham 対 偶 , 根 据 de Rham 定理 Cl de Rham 对 偶 是 
非 奇异 的 , 所 以 17-8 成 立 的 充分 必要 条 件 是 

(A+O)Y =0 (17-9) 
满足 17-9 的 更 在 任何 时 刻 与 3C。 上 的 边界 条 件 无 关 , 可 以 自由 运 
动 。 取 


の * 


ー (17-10) 
り ーー ヴァ < 
17-9 就 是 波动 方程 , 当 p = 0、m = 3 时 17-9 成 为 
了 
ロロ = A+ 
の の GY の 17-11) 
ココ 了 区 ー dy 3e* 227* 0 
炎 是 从 生成 的 ,所 以 令 
Thu= $ (17-12) 
i (47:13) 
9/ t=0 
把 17-11 式 分 解 変量 , 得 
A,® = A® (17-14) 
和 + c^A あ = 0 (17-15) 
为 了 满足 17-12 和 17-13, 令 
ps pe 一 (17-16) 
| -0 (17-17) 
dt t=0 


显然 ,这 里 的 $B 就 是 第 十 四 章 已 经 求 出 的 A 算 子 的 特征 0 形式 . 
17-15 的 通 解 是 
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ぁみ (7) = Asin(cWt) + BLcos(c 7) (17-18) 
由 于 更 不 必 再 经 过 边 办 条件 反 演 ,所 以 与 * 有 共 的 項 ぬ (7) 不 必 在 
(- co, co) 上 平方 可 积 。 注 意 到 条 件 17-16 和 17-17 有 


A, =0 B, =1 (17-19) 
如 果 令 初始 条 件 为 
み , 析 し ーー 1 (17-20) 
2 
dp = (17-21) 
dz に っ 
则 有 A, =1 B,=0 (17-22) 
最 后 
V = > 也 (17-23) 
Wa = a (17-24) 
cos(c Az ) 
如果 取 Biw 为 A 算 子 的 特征 解 ,例如 气态 解 あ ,、 
V = >) Wunn (17-25) 
Wm = 0 | (17-26) 
cos( c YA ) 


我 们 称 解 17-26 为 量子 , = 0 的 解 是 中 子 ,4 关 0 的 解 是 质子 或 
申 子 。 如 果 取 Bw 为 14-4, 此 时 = アス 是 待定 常数 ,对 应 的 解 为 
cos( cz ) 
sin( kct ) 


cos( m9) 


pum = ji(kr)Pr (cos の ) (17-27) 
球 Bessel 函数 可 以 表示 为 

, _ /yt /2kr (kr) ，d 1, sin( を) 

ji(kr) = (-1) 時 Np Too, (— (17-28) 
所 以 


sin( mo ) 
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下 Ea )'( sin( ん ヶ ) cos( kct ) 
ti a kr a sin( を cz ) 
MM 失 5 C0 


— cos[ k(+ + ct)] — cos[k(r — c7) ] 
显然 wu 是 以 速度 c 沿 着 径 回 传播 的 球面 波 , 如 果 & 只 能 取 离 散 值 ， 
我 们 定义 ww 为 光子 ,如 果 & = 0, yw 为 中 微 子 。 与 波动 方程 相 比 ， 


从 


ne 等 ey (17-30) 


和 cT=A (17-31) 
可 以 算出 圆 频率 ゅ 、 周 期 人 频率 y 和 波长 4, 其 中 的 光速 < 就 是 在 定 
义 弧 长 时 间 的 时 候 引 入 的 常数 , 光速 不 变 是 物理 上 熟知 的 事实 。 


如 果 取 
9 


の = > (17-32) 
17-9 就 成 为 扩散 方程 ,我 们 用 
S = B(xr)n(t) (17-33) 


来 表示 方程 的 解 , 当 ヵ = 0, 流 形 的 维 数 m = 3 时 ,与 17- 11 和 17- 16 
对 应 有 


-3 as FS aaS 33 
OE= AS+- = 9 92 の 22 0 (17-34) 
|.。。= 1 (17-35) 
分 解 变量 以 后 得 
AG = XP 《17-36) 
d 
和 ゴイ +c7 =0 (17-37) 


解 得 
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7(t)=e™ (17-38) 
最 后 

ど & = Di (17-39) 

一 (17-40) 


取 Bi 为 14-4, 此 時 を = アパ 是 待定 常数 。 


cos(mp)| .,, 


Vi = j(kr)P’ (cos の 9) (17-41) 


sin( mg) : 
vum 可 以 自由 运动 。 

取 の wy 为 A 算 子 的 气态 解 の x 

Ne (17-42 ) 

我 们 称 解 17-42 为 涡 子 。 涡 子 的 性 质 与 量子 完全 不 同 , 当 上 -> oo 
时 , 量子 保持 初始 能 量 基 本 不 变 , 而 涡 子 的 能 量 迅速 趋 于 0。 根 据 能 
量 守 恒 原 理 , 涡 子 把 能 量 释放 到 空间 中 去 了 。 

既然 量子 和 涡 子 可 以 脱离 2 自由 运动 ,它们 其 实 是 独立 于 M 
的 流 形 , 我 们 称 之 为 量子 流 形 M、 ② R。17-11 和 17-34 分 别 是 量子 
和 涡 子 的 局 部 微分 方程 , 量子 流 形 是 m + 1 维 的 , Ww 或 SN 是 量 
子 流 形 的 流 形 范 数 。 以 三 维 流 形 为 例 ,气态 的 亚 和 2S 可 以 用 四 个 量 
子 数 !、 mm 、N 和 4 标识 。Ziwn 或 Saw 可 以 组 成 不 同 的 子 空间 , 例如 ， 
第 定 /、4 和 N, | Ww| 和 1Suwwil 构成 2! + 1 维 线性 子 空 间 S。 和 
Ss, 简写 为 如 span Sy 和己 span S。。S。 和 Ss 可以 用 三條 量子 数 /、 
4 和 六 来 标识 , 它们 中 的 任何 一 个 元 素 更 或 号 可 以 由 更 ,或 号 线 
性 组 合 得 到 , 对 于 > 0 的 量子 和 涡 子 ,组 合 系数 就 是 在 边界 条 件 反 
演 中 求 出 的 系数 。 

既然 第 二 类 黑洞 解 可 以 展开 为 の 的 级 数 , 黑洞 也 可 以 释放 出 
yp.v\ 业 和 SS, 因 此 第 二 类 黑洞 实际 上 并 不 “ 黑 ”; 相 比 之 下 , 第 一 类 黑 
洞 胃 “時 ” 得 多 , 因为 第 一 类 黑洞 最 多 可 能 释放 出 解析 的 调和 解 , 也 
就 是 中 子 。 
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要 想 知 道 涡 子 和 量子 的 几何 性 质 , 就 要 能 够 生成 作用 在 切 空 间 
g(M, @ R) 上 的 群 表示 , 这 首先 必须 确定 对 应 的 结构 群 。 涡 子 和 量 
子 的 结构 群生 成 方法 相同 , 下 面 我 们 只 讨论 如 何 生 成 量子 上 的 结构 
群 。 注 意 到 初 始 条件 17-2, M 的 结构 群 G 必然 是 量子 流 形 M, ⑳ 尺 的 
结构 群 G 的 一 介 子 群 。 不 失 一 般 性 , 我 们 令 

G=G@H (18-1) 
这 里 互 是 另外 一 个 Lie 群 。T(M, ⑫ R) 比 T(M) 多 了 一 个 自然 基 


底 于 ,所 以 T(M, @ R) 和 で 都 是 m+1 维 的 ,我 们 知道 G 的 维 数 


是 m, 这样 玉 必然 是 一 个 一 维 Abel 群 ,作用 在 变量 : 上 。Abel 群 的 
Lie 代数 是 可 交换 的 , 在 第 六 章 我 们 已 经 知道 , 可 交换 代数 生成 欧 氏 
空间 , 所 以 数 轴 + 是 一 个 一 维 欧 氏 空间 , : 上 有 加 法 群 

三 二 (18-2) 
这 样 一 来 , G 只 作用 在 x* 上 , H 只 作用 在 :上 ,时 间 是 均匀 流动 的 ,而 
且 与 空间 无 关 , 我 们 得 到 的 是 所 谓 Newton 时 空 ,在 Newton 时 空 M 
@ R 中 ,上 上 作用 着 与 G 不 同 构 的 一 维 Lie 群 ,因此 时 间 : 是 不 能 在 
M 上 直接 观测 的 。 但 是 我 们 知道 时 间 是 均匀 流动 的 , 给 定 一 个 起 点 
和 尺度 ,我 们 可 以 用 M 上 一 个 近似 的 匀速 运动 来 度量 时 间 , 例如 地 
球 的 自转 或 公转 , 摆 或 原子 的 振动 , 水 或 沙子 的 滴漏 等 等 。 按 照 我 们 
的 定义 , 弧 长 时 间 是 单调 增加 的 , 因此 Newton 时 空中 的 时 间 是 不 可 
倒流 的 , 这 完全 符合 我 们 观测 到 的 物理 现实 。 


令 G 的 Lie 代数 为 0, 则 
9= 9 の ん (18-3) 
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这 里 h 是 一 维 Lie 代数 。 设 M, @ R 的 代表 流 形 是 O = O @ R, 令 
O 的 余 速 度 空 间 9(O ) 由 
F , cdt; | (18-4) 
张 成 , 其 中 
の = 以 dy (18-5) 
就 是 9 (O) 的 基底 。 按 照 第 七 章 给 出 的 方法 ,任意 指定 定位 和 定向 ， 
就 可 以 求 出 映射 
F:O— M, QR (18-6) 
进而 生成 a(M; @R) 和 9 (M @R) 以 及 C。 令 d 为 (MOQR) 
上 的 外 微分 算 子 ， 
dy Eq (M, QR) (18-7) 
我 们 可 以 直接 从 d 亚 生成 G 的 一 个 单 参数 子 群 , 具 体 做 法 如 下 :考虑 
一 个 如 17-26 的 解 Vn 
dB ,nw = a.dr” = っ "cos(Agy )d ァ ー を の, Jsin( cz )dt 
(18-8) 
j= 1。2。…。 eg = 1,2,,m +1 


若 M 是 三 维 流 形 ,采用 球 坐 标 系 


9 9 
i ~ Secos( kct )dr 十 うか cos( kct )d0 


9 
十 ecos ket )dg ー を の , Jsin( kct )dt (18-9) 


这 是 一 个 Pfaff 方程 ,注意 到 M, ⑫ RR 是 Newton 时 空 ,作用 在 : 上 的 


是 加 法 群 ,对 应 的 速度 分 量 便 为 常数 , 把 上 式 写成 


dD ID, nN 9 の ,。 
ーー トー の 9 + ae dp] 
cos( cz ) ュ 1 
ーーー 
c Dnksin(kct)  c 


dt =0 (18-10) 


第 十 八 章 重子 和 滴 子 的 性 原 135 


特征 线 方程 为 
Me 1 9 の cos(kct) 
ds ke 和 dr sin(Act) 
d0 1 9 の cos( を cz ) 
ds ーー を の 99 sin( を cz) 0930 
de __ 1 Pn cos( を cz ) 
ds ke 、 92@ sin( を の 
和 ds = cdt (18-12 ) 


18-12 说 明 可 以 用 一 个 匀速 运动 来 度量 时 间 。 把 18-12 代入 18-11, 


学 


中 本 SG 或 =- ーーIn[sin(&cz)] (18-13) 
18-11 变 为 


da 1 9 中 
和 る 6 (18-14) 
de ここ dD, nN 
dr 中 dw 


ER Uo ey la A 

设 18-14 的 解 为 

rs rT = Fr tnt kc) 

9 = glro,r) = Glr,, sin(kect)) (18-16) 

の = hlro,r) = H[r,,sin(kct)] 
其 中 m = (ro, go, yo), 这 个 解 是 弧 长 时 间 上 的 周期 函数 。 如 果 18-16 
的 一 个 渐 近 稳定 域 上 有 一 个 平衡 点 r”= ( ,0" ,op ), 则 渐 近 稳 
定 域 上 的 质量 将 向 平衡 点 汇聚 。 令 18-14 満足 

sr ls le dD 
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可 以 得 到 解 
r= f(r ,r) = F" | 。sin( を rr)」 
0O=p (r,tr) = G' [r,sin(kc)] (18-18) 


oh Cr r= Rr" sn( ez) | 

平衡 点 的 坐标 也 是 sin( kct ) 的 函数 ,因此 相 图 上 的 一 个 平衡 点 对 应 
三 维 空间 上 的 周期 性 轨道 ,我 们 称 下 ”、G” 和 五 ”为 轨道 函数 。 注 意 
到 18-13 变换 式 中 的 ln 也 数 ,不 是 任何 F" 、G ”和 五 ”都 能 给 出 稳定 
的 轨道 ,在 渐进 稳定 域 上 汇聚 的 结果 是 周期 性 轨道 上 运动 的 点 质量 ， 
也 就 是 行星 或 者 电子 、 质 子 。 相 图 上 的 极限 环 对 应 土星 光环 或 小 行星 
带 那样 的 结构 。 在 质量 密度 较 高 的 稳定 但 非 渐 进 稳定 区 域 上 将 形成 
变星 , 变星 的 体积 和 亮度 会 不 断 地 发 生变 化 , 这 种 变化 可 以 是 周期 
的 ,也 可 以 是 非 周 期 的 ,但 决 不 是 单调 的 。 

从 18-16 可 以 微分 得 到 作用 在 量子 上 的 单 参数 子 群 的 疯 表 示 ， 
引用 第 七 章 的 方法 生成 量子 流 形 的 速度 空间 , 然后 可 以 求 出 量子 流 
形 的 所 有 几何 性 质 。 
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现在 ,我 们 已 经 有 了 一 些 基 本 的 定理 和 方程 , 为 了 使 整个 理论 与 
近代 物理 学 接轨 , 需要 定义 若干 常用 的 基本 物理 量 。 

我 们 定义 的 弧 长 时 间 不 一 定 就 是 通常 所 说 的 时 间 , 以 三 维 空间 
为 例 , 如果 92 上 的 边界 条 件 是 定常 的 , 则 弧 长 时 间 就 是 通常 所 说 的 
時 同 t, 弧 长 与 时 间 的 关系 可 以 定义 为 

ds = cdt = VYV (dr)’ + (dy)* + (dz) (19-1) 
如果 90 上 的 边界 条 件 是 非 定常 的 , 问题 就 变 成 四 维 的 了 (mm = 4), 
弧 长 时 间 为 r 

ds = cdr = ニア (dz)*+(dy)*+ (dz)* + (dit) (19-2) 
此 时 通常 所 说 的 时 间 1 的 定义 仍然 是 19-1, 如 果 四 维 流 形 上 作用 着 
一 个 可 以 有 四 维 表 示 的 结构 群 ,由 此 产生 时 间 的 相对 论 效 应 。 但 是 这 
个 四 维 流 形 上 的 物理 过 程 一 般 是 不 能 在 三 维 流 形 上 观测 的 , 因为 这 
两 个 流 形 不 同 构 。 一 个 特殊 情况 是 四 维 流 形 的 时 间 部 分 和 空间 部 分 
分 别 作 用 着 各 自 的 结构 群 , 时 间 和 空间 在 各 自 的 结构 群 作用 下 有 各 
目 独立 的 运动 。 如 果 四 维 流 形 空间 部 分 的 结构 群 与 某 个 三 维 流 形 的 
结构 群 同 构 , 则 这 两 个 流 形 的 空间 部 分 互相 可 以 观测 , 而 四 维 流 形 的 
时 间 部 分 则 不 能 够 在 三 维 流 形 上 观测 , 这 就 是 所 谓 的 Newton 时 空 。 
男 一 个 特殊 情况 是 四 维 流 形 的 结构 群 由 两 个 同 构 的 子 群 构成 , 而 这 
两 个 子 群 恰好 就 是 作用 在 三 维 流 形 上 的 结构 群 , 则 这 个 四 维 流 形 可 
以 在 原来 的 三 维 流 形 上 被 观测 到 , 例如 我 们 知道 SO(4) = SO(3)®@ 
SO(3), 实际 上 , SO(3) 就 是 通常 我 们 观测 到 的 物理 空间 中 的 结构 
群 ,而 SO(4) 就 是 相对 论 时 空中 的 结构 群 。 
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设 @ = C 是 可 积 流 形 M 上 的 0 阶 物理 定律 , の 是 流 形 孔 数 
定义 19-1: 称 


p= (19-3) 
为 流 形 的 质量 密度 。 其 中 dv 是 微 元 体积 ,在 球 坐 标 中 ， 
dv = ヶ "sin の d ヶ dd の (19-4) 
定义 19-2. 称 
m = | pdv = | .za (19-5) 


为 流 形 M 的 质量 , 显然 在 可 定向 流 形 上 po > 0。 根 据 我 们 的 定义 , 不 
可 积 的 流 形 是 没有 质量 的 ,在 物理 上 , 这 样 的 流 形 表 现 为 无 质量 的 
场 ,例如 电磁 场 。 可 积 的 偏 微分 方程 也 可 以 积分 得 到 流 形 函 数 , 因此 
也 具有 质量 。 我 们 称 逆 变 张 量 的 质量 为 反 质 量 , 反 质 量 组 成 的 物质 为 
反 物 质 ,用 度 规 张 量 作 用 于 协 变 张 量 , 可 以 得 到 反 物 质 。 注 意 到 量子 
和 涡 子 质量 的 定义 就 是 量子 流 形 函 数 的 空间 部 分 @ 的 Poincaré 标 
基 积 , 对 不 相同 的 j, の 是 互相 正 交 的 , 因此 尽管 质量 的 定义 是 非 线 
性 的 ,在 任何 不 会 改变 量子 和 涡 子 的 物理 过 程 中 , 质量 仍然 具有 可 加 
和 性 。 

定义 19-3: 设 V 是 o(M) 或 a (M) 上 的 一 阶 张 量 , @ 是 V 的 积 
分 ,是 M 的 流 形 函 数 。 称 


4 9 


ソニ ザー 和 V= wdz (19-6) 
为 道 变速 度 张 量 和 协 变速 度 张 量 。 称 
P=V-= poV (19-7) 
为 V 的 动量 张 量 , PE 7(M) 或 了 "(M)。Y 的 特征 线 方 程 
x (19-8) 


就 是 速度 分 量 的 定义 , 这 也 是 我 们 把 g( M) 称 为 速度 空间 的 原因 。 上 
式 的 积分 曲线 
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アーニー (7。 テ 。, 中 ) (19-9) 
为 V 的 轨迹 或 流 线 。 动 量 张 量 与 速度 张 量 显然 是 等 价 的 , 它们 之 间 
仅 相 差 一 个 积分 因子 p。 如 果 在 边界 上 给 定 的 是 动量 边界 条 件 , 反 演 
得 到 0 形式 の , Rn d@ 就 是 T"(M) 上 的 动量 张 量 ， 


一 CW (19-10) 
dr 


定义 19-4: 逆 变 偏 微 分 算 子 | | 为 动量 算 子 。 动 量 算 子 作 用 在 
の 上 就 得 到 动量 张 量 的 分 量 
P= |P+ = 二 「 (19-11) 


一 般 地 ,动量 算 子 不 单独 构成 不 变 算 子 , 也 不 张 成 g(M), 因为 动量 
算 子 总 是 对 易 的 。 
定义 19-5: MP 


J, = [A, sz i, j,k = 1,2,.…,m (19-12) 

其 中 A, 是 结构 群 的 Lie 代数 的 m 维 表示 。 显 然 
[hd = (19-13) 
而 且 vl lu Te Ceo (19-14) 


所 以 J, ($$) = 0 是 M 上 的 物理 定律 , 角 动量 算 子 J, 是 M 上 的 张 量 
算 子 。 当 结构 群 是 SO。 的 时 候 ,采用 Descartes 坐标 


J= (tr-ri)=rAP (19-15) 
角 动 量 算 子 的 模 的 平方 ,也 就 是 Casimir 算 子 , 
7 = GJ, (19-16) 


必然 是 标量 不 变 算 子 , 事实 上 , 当 m= 3, 结构 群 是 SO, 的 时 候 , 采 
用 球 坐 标 ， 


J’Y, = {[- 9) - sm Yi = (+1)Y 


i 90 sin093 
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(19-17) 
特征 函数 Y。 就 是 球 函 数 。 可 见 Y ,是 量子 和 涡 子 的 角 动 量 。 
定义 19-6: 我 们 把 力 定 义 为 


リン Rr (19-18) 
19-18 两 面 用 w dz“ 作 全 微分 対 偶 , 
ov, = Fv, (19-19) 


为 力 Fr 沿 vdz* 的 特征 线 的 功率 。 
定义 19-7: 设 w 是 a (M) 上 的 pp 形式 0<p<m, 称 


2 こら (19-20) 
の 
为 w 的 能 量 密度 。 如 果 流 形 是 可 定 向 的 , e 0。 
定义 19-8: 称 
E=|oA *w = | eA (19-21) 


为 能 量 , 这 正 是 w 的 Poincare 标量 积 ,E 是 正定 的 ,E 宇 0,E = 0 当 
且 仅 当 w 所 有 分 量 恒 等 于 0。 
定义 19-9: 设 w 是 M 上 的 p 形式 , 称 
a = Auw (19-22) 
为 电场 强度 。 显 然 只 有 当 w 一 yE Hh 时 ,w 才 有 非 零 的 电场 强度 。 
如果 Sw 是 0 形式 , 称 5w 为 电荷 。 另 外 , 称 
B= Ag (19-23) 
为 磁场 强度 。 显 然 只 有 当 w ~ * y € Hr? 时 ,w 才 有 非 零 的 磁场 强 
度 。 我 们 知道 の 要 么 与 y 上 同调 ,要 么 与 * y 上 同调 ,因此 ゐ , 。 要 
么 有 电场 ,要 么 有 磁场 , 不 会 二 者 兼 有 。 实 验 表 明 , 恒星 有 磁场 , 而 原 
子 有 电场 。 
定义 19-10: 设 wE 9 《M), 则 dw 是 w 的 旋 度 ;5w 是 w 的 散 度 。 
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在 前 面 各 章 中 我 们 求 出 了 量子 和 涡 子 , 尽管 量子 和 涡 子 可 以 展 
开 为 Schredinger 方程 的 解 的 级 数 ,但 是 Schredinger 方程 不 是 物理 定 
律 , 它 的 解 不 是 物理 量 。 或 者 说 Schredinger 方程 的 解 是 不 可 观测 的 ， 
只 有 量子 和 涡 子 才 是 可 以 观测 到 的 最 基本 的 物质 单位 , 是 基本 粒子 。 
本 章 的 大 部 分 结论 也 适用 于 涡 子 , 为 了 叙述 简洁 起 见 , 我 们 只 以 量子 
为 例 讨论 。 

结构 定 则 20-1: 只 有 当 一 组 量子 能 够 支撑 结构 群 的 一 个 不 可 约 
表示 的 时 候 , 这 组 量子 才 会 在 一 起 运动 ;只 有 当 这 个 不 可 约 表示 对 应 
的 微分 方程 组 是 全 局 稳定 的 , 这 组 量子 才 构 成 一 个 稳定 的 体系 。 

我 们 称 这 样 的 一 组 量子 为 量子 体系 , 量子 体系 可 以 对 应 物理 上 
的 原子 或 恒星 系 。 本 章 的 任务 就 是 在 所 有 的 量子 中 找 出 能 够 支撑 结 
构 群 的 不 可 约 表示 的 线性 空间 , 描述 量子 体系 的 结构 , 并 且 求 出 作用 
在 量子 体系 上 的 群 表 示 。 

我 们 已 经 知道 ,给 定 X、/、 み 、N, 可 以 标识 A 算 子 的 气态 特征 解 


= KA (20-1) 
K 是 归 一 常数 ,从 の x 可 以 生成 能 够 自由 运动 的 量子 流 形 
= の = KK あの の D4, 2, (20-2) 
首先 , 我 们 注意 到 ww 是 简 并 的 :由 于 
_ |sin( が の ) ー FP | 
lcost mg) 全 0 の 


同一 个 m 有 两 个 $, 与 之 对 应 ,这 里 Pe 是 Jacobi 多 项 式 .为 了 区 别 
这 两 个 解 我 们 定义 一 个 新 的 自 旋 量 子 数 s 


142 希 尔 伯 特 第 六 问题 引 论 


| 
Pe 20-4 
"a. ( ) 


这 样 , 在 同一 条 轨道 上 有 两 个 自 旋 相反 的 电子 或 质子 在 运动 , 从 sin 
和 cos 消 数 的 性 质 知道 它们 的 相位 相差 x/2。 以 气态 解 为 例 : 


= cos( cz ) 
Yunw = Pr (cos8)P!'(cosg) i key) 
の L (pr) (20-5) 
其 中 A,E€ R, 在 附录 [中 我 们 已 经 知道 A, 可 以 递 推 求 出 ， 
下 パー1 記 加 
wx=2(+1 s= うう 0 SS / う が = 0。1.2。…。/ 


N=0,1,2,.… を = ェ Y ツ 24 。 >0 >0 

k = 0 得 到 中 子 ;k 关 0 的 时 候 得 到 的 是 质子 或 电子 ,4 由 第 十 四 
章 给 出 的 公式 决定 。 当 上 述 这 些 常数 取 值 不 相同 的 时 候 我 们 就 得 到 
不同 的 基本 粒子 。 

1 Wun | 最 显而易见 的 子 空间 是 当 除了 m 和 s 以外 所 有 量 子 数 
都 取 固 定 的 常数 , 从 


me wwWee 


可 以 得 到 | 的 27+ 1 健 子 空 同 ] |。 在 量子 力学 中 我 们 熟 
知 | 和 ,| 可 以 支撑 一 个 27 + 1 维 的 结构 群 表示 , 这 个 量子 体系 构成 
电子 亚 层 ,除了 m = 0 以 外 ,每 个 m 对 应 有 两 条 轨道 ,所 以 每 个 电子 
亚 层 上 可 以 有 27 + 1 个 电子 。 还 应 该 能 找到 其 他 的 线性 子 空间 支撑 
结构 群 的 表示 , 否则 按照 定 则 20-1 原子 就 会 以 亚 层 为 单位 散 架 了 。 
由 于 量子 数 m 不 出 现在 决定 气态 解 的 X 的 代数 方程 14-16 中 , 所 以 


m 与 量 于 的 能 量 无 关 ; 给 定 N, 7 可 以 等 于 0,1,…, 必 二 +, 这 样 构成 
的 量子 体系 1 | 是 电子 层 ;给 定 n, 令 NN = 1,2,…, n。 这 样 ,具有 
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若干 个 电子 层 和 质子 层 的 量子 体系 | Wut 就 是 原子 ;给 定 N 和 1， 
14-16 可 以 有 不 止 一 个 解 & = + YA, 这些 解构 成 同位 素 。 
我 们 注意 到 | Yu | 的 任何 两 个 基底 是 正 交 的 ,以 气态 解 为 例 ， 
如 果 两 个 量子 的 s 不 同 , 则 由 于 cos( we) 与 sin(me) 在 [0,2x] 上 正 
区, 两 个 量子 是 正 交 的 ;如 果 * 相同, mx 不 同 , 则 cos( み ぁ ) 和 sin( we) 
对 于 不 同 的 m 在 [0,2x] 上 正 交 , 所 以 两 个 量子 正 交 ;如 果 s 和 m 都 
相同 , 7 不 同 , 则 Legendre 函数 对 于 相同 的 mx 和 不 同 的 7 在 [0,x] 上 
正 交 ,所 以 两 个 量子 正 交 ; 如 果 ;、m 和 / 都 相同 , 1 不 同 , 则 从 A 算 子 
特征 形式 的 性 质 知 道 两 个 量子 仍然 正 交 。 这 样 1 更 ， ,+ 的 任意 一 组 
有 限 个 基底 构成 } 到 w+ 的 一 个 有 限 维 线性 子 空间 V, 即 若 
Wi, YW,EV 
则 Y=ay,+8Y, EV a,BER (20-7) 
从 群 表示 论 知 道 V 可 以 支撑 结构 群 G 的 一 个 表示 A(x),x € G。 如 
果 这 个 子 空间 上 作用 的 群 表示 使 这 个 子 空 间 封闭 , 我 们 就 找到 了 一 
个 量子 体系 。 在 以 下 的 叙述 中 我 们 把 Wx 简单 表示 为 如 ,现在 我 们 
来 生成 这 个 群 表示 。 
定理 ” (Liouville)20-2: 若 M 是 紧 的 连通 的 定向 m 维 Riemann 
流 形 , 则 M 上 的 任 一 调和 函数 等 于 常数 。 
考虑 到 可 观测 性 , 用 于 生成 这 个 群 表示 的 Lie 代数 g, 必须 与 
M(G(g), $) 的 Lie 代数 同 构 , 我们 取 
tT 
9 = 4 外 9 外 … 甸 ;是 正 整 数 (20-8) 
按照 第 十 七 章 中 的 叙述 , Ww 是 M, @R 上 的 调和 函数 , 从 Liouville 定 
理知 道 
w= ピ C ER (20-9) 
20-9 可 以 看 作 是 M, @ R 上 的 以 C 为 参数 的 局 部 超 曲面 族 。 由 ”个 
业 构成 一 个 线性 空间 ,20-9 可 以 写 为 
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A 0 2 の (20-10) 
如果 把 }y| 看 作 流 形 O" 上 的 局 部 坐标 ,20-10 是 一 个 映射 
VvV:M DR~> Or (20-11) 
在 流 形 O" 上 ,可 以 用 %, 的 ヵ 维 表示 A 生成 a(O" ), 即 
A 5 (20-12) 
上 dy 


式 中 A, 是 n x n 反 Hermite 矩阵 , 求 A, 的 方法 可 以 参见 任何 论述 
Lie 代数 表示 的 参考 书籍 ,任何 一 个 矢量 YE a(O") 可 以 表示 为 


,, 9 
= [AJy 2 

其 中 A = VA, xR (20-13) 
Y 的 特征 方程 为 

dy 有 

ゴー [4A]*y (20-14) 

y 1,。。 = % (20-15) 
这 里 的 1 仍然 M 上 的 是 弧 长 时 间 。20-14 的 解 是 

ee (20-16) 

或 Y= eVY, = et (20-17) 


大 中 Y= (WV) YY, = (Yi, i, Wa) 
の = (の ,8 , ®")。 

可 见 , 正 是 结构 群 的 这 个 疯 表 示 把 の 从 边界 上 或 奇 点 上 不 断 剥 
离 出 来 ,使 之 成 为 自由 的 量子 .这 个 群 表示 与 第 六 章 中 讨论 的 群 表示 
是 不 同 的 ,我 们 把 第 六 章 的 表示 称 为 物理 表示 , 把 本 章 定义 的 表示 称 
为 结构 表示 , 这 两 种 群 表示 不 一 定 是 从 同一 个 Lie 代数 生成 。 与 它们 
对 应 的 可 观测 性 是 不 同 的 ， 物理 表示 使 我 们 能 够 观测 到 单个 量子 的 
流 形 函 数 在 观测 空间 上 每 一 点 的 值 ， 而 结构 表示 使 我 们 能 够 观测 到 
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一 组 量子 作为 一 个 整体 的 空间 结构 。 在 不 会 发 生 误 会 的 情况 下 ,我们 
把 二 者 都 简称 为 表示 。 

虽然 不 同 物理 世界 之 间 不 存在 光滑 映射 , 它们 之 启 是 不 可 观测 
的 ,但 是 可 能 存在 正 整 数 g, 在 人 A 算 子 的 一 个 g 维 特征 子 空间 | 要 上 上 
可 以 同时 支撑 两 个 物理 世界 的 结构 群 的 表示 。 这 样 一 来 ,任何 YE 
| | 在 两 个 物理 世界 都 是 可 以 被 观测 到 的 。 设 想 物理 世界 W, 上 的 
一 个 物体 的 质量 的 一 个 很 小 的 百分比 是 由 更 的 质量 组 成 , 则 该 物体 
在 物理 世界 W, 中 看 上 去 是 一 个 虚无 绿 缘 的 幻影 。 

使 V 中 的 每 一 个 到 保持 在 一 起 运动 的 唯一 原因 就 是 作用 在 V 
上 的 不 可 约 结构 表示 。 张 成 V 的 每 一 个 W 是 线性 无 关 的 ,所 以 中 
的 任何 两 个 W 不 可 能 具有 完全 相同 的 量子 数 , 于 是 我 们 得 到 结论 ， 
保持 在 一 起 运动 的 若干 量子 中 不 会 有 两 个 量子 具有 完全 一 样 的 量子 
数 。 这 就 是 Pauli 不 相 容 原理 对 原子 所 下 的 结论 。 

令 | (20-18) 
20-14 和 20-15 变 为 
ee (20- 19) 


*| 。=0 (20-20 ) 
对 20-19 的 零 解 也 可 以 进行 稳定 性 讨论 , 其 结果 可 能 有 三 种 :全 
局 稳定 但 非 渐进 稳定 , 全 局 渐进 稳定 和 全 局 不 稳定 。 如 果 20-19 是 全 
局 稳定 而 非 渐 进 稳定 的 , 量子 体系 会 时 大 时 小 地 变化 , 其 变化 可 以 是 
周期 的 ,也 可 以 是 不 规则 的 ;如 果 20-19 是 全 局 渐进 稳定 的 , 则 对 应 
的 量子 体系 是 稳定 的 , 形成 我 们 通常 观测 到 的 原子 和 恒星 系 ; 如果 
20-19 是 全 局 不 稳定 的 , 则 对 应 的 量子 体系 将 发 生 裂变 反应 , 反应 生 
成 者 干 量子 体系 ,一 个 量子 体系 是 稳定 的 ,渐进 稳定 的 或 是 不 稳定 的 
取决 于 g, 的 表示 和 矩阵 A 的 性 质 ,关于 这 一 点 我 们 有 定理 . 
定理 "20-3: 对 应 于 和 矩阵 A 的 特征 根 的 不 同情 况 , 关于 微分 方 
程 20-19 的 零 解 的 稳定 性 有 以 下 结论 : 
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1. 若 特征 根 均 具 有 负 实 部 , 则 方程 组 的 零 解 是 渐进 稳定 的 。 
2. 若 存在 具有 正 实 部 的 特征 根 , 则 方程 组 的 零 解 是 不 稳定 的 。 
3. 若 矩阵 A 没有 正 实 部 的 特征 根 , 但 有 纯 虚 特征 根 ( 包 括 零 
根 ), 这 时 : 
a. 若 所 有 纯 虚 特征 根 对 应 的 Jordan 块 都 是 一 阶 的 (或 等 价 地 : 
其 重 数 等 于 其 所 对 应 的 特征 向 量 的 个 数 ) 则 方程 组 的 零 解 
是 稳定 的 ,但 非 渐 进 稳定 。 
b. 藻 至 少 有 一 个 纯 虚 特征 根 , 其 对 应 的 Jordan 块 高 于 一 阶 (或 
其 重 数 大 于 其 所 对 应 的 特征 向 量 的 个 数 ), 则 方程 的 零 解 是 
不 稳定 的 。 
的 任 何 元素 的 知 隆 表示 4 可 以 写 为 20-13, 但 是 知 降 A 的 特 
征 根 的 性 质 无 法 归结 为 q, 的 基底 的 表示 4, 所 对 应 的 权 的 常 系数 线 
性 组 合 , 这 给 我 们 的 研究 带 来 了 困难 ,a, 有 无 穷 多 个 元 素 , 如 果 其 中 
任何 一 个 元 素 生 成 的 结构 表示 是 不 稳定 的 , 当 这 个 表示 作用 在 量子 
体系 上 的 时 候 就 会 导致 量子 体系 的 贿 汗 , 这 就 是 原子 会 发 生 自然 裂 
变 的 数学 基础 。 
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本 章 的 讨论 对 涡 子 和 量子 同样 适用 , 为 了 叙述 简明 起 见 , 只 举 量 
子 为 例 。 所 谓 反 应 和 过 程 指 的 都 是 量子 体系 从 一 个 状态 到 另 一 个 状 
态 的 改变 ,区 别 只 是 完成 改变 所 需 时 间 长 短 不 同 而 已 ,所 需 时 间 短 的 
改变 是 反应 , 持续 时 间 长 的 改变 是 过 程 。 按 照 定 义 , 亚 是 M 上 释放 出 
的 量子 体系 , | 要 上 可 以 支撑 M 的 结构 群 G 的 一 个 表示 。 反 之 , 如果 
任何 一 组 基底 | wi 可 以 支撑 G 的 一 个 表示 , 则 可 以 认为 1{ 轨 上 的 一 
个 线性 组 合 更 是 M 上 释放 出 的 量子 体系 。 这 样 一 来 ,寻找 新 量子 体 
系 就 变 成 寻找 新 的 群 表示 。 生 成 新 表示 的 同时 , 原来 的 量子 组 合 为 新 
的 基底 , 状态 改变 就 是 指 新 表示 和 新 基底 的 生成 。 

定义 21-1: 生 成 新 表示 的 反应 为 量子 反应 。 

如 果 作 用 在 一 个 量子 体系 上 的 表示 是 可 约 的 , 则 我 们 可 以 把 这 
个 量子 体系 中 所 有 量子 分 为 若干 子 空间 , 每 一 个 子 空间 上 各 自作 用 
着 自己 的 不 可 约 表 示 , 由 于 不 同 的 不 可 约 表示 代表 向 着 不 同方 向 的 
运动 以 及 不 同 的 运动 轨 线 , 于 是 整个 量子 体系 自然 分 为 若干 独立 的 
子 量子 体系 。 两 个 分 别 支 撑 不 同 的 不 可 约 表示 的 量子 体系 相遇 时 , 如 
果 没 有 生成 新 的 不 可 约 表示 , 则 两 个 量子 体系 将 在 各 自 的 不 可 约 表 
示 的 作用 下 各 奔 东 西 ,设想 两 个 由 不 同 量子 数 标记 的 量子 体系 Y, 
和 和 , ,它们 分 别 支 撑 结 构 群 G 的 一 个 维和 nn 维 不 可 约 表 示 , 当 它 
们 相遇 时 可 以 以 不 同 的 方式 生成 新 表示 : 
1. WW 和 和 业 ,生成 张 量 积 是 一 个 可 道 的 反应 


VOY, SY OW (21-1) 
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ト っ 


し っ 


YY, OO Y, 是 所 博 的 目 然 基底 。 一 般 情况 下 , 自然 基底 是 可 约 
的 ,我 们 可 以 利用 结构 群 G 的 Clebsch-Gordon 系数 将 自然 基底 约 
化 为 不 可 约 的 人 为 基底 , 具体 过 程 可 以 参见 任何 一 本 论述 群 表示 
的 教科 书 。 在 物理 上 , 如果 自然 基底 亚 , 立 。 是 不 可 约 的 , 自 左 至 
右 的 肥 应 是 量子 体系 的 聚变 反应 ; 道 向 的 反应 是 量子 体系 的 裂变 
反应 。 张 量 积 可 以 推广 到 多 个 量子 体系 的 情况 , 因此 聚变 可 以 是 多 
个 量子 体系 相遇 的 结果 , 裂变 也 可 以 产生 多 个 量子 体系 。 


性 和 YW。 生成 张 量 和 也 是 一 个 可 逆 的 反应 


V+ WO(Y, 中 到，) CE 
显而易见 ,如 果 亚 , 由 Y。, 不 能 支撑 G 的 一 个 新 的 不 可 约 表 
示 , 那么 平和 王 , 将 在 它们 各 自 表示 的 作用 下 分 道 扬 镶 。 从 群 表 
示 论 知道 , 可 约 群 表示 的 表示 空间 必然 可 以 分 解 为 不 可 约 子 空间 
的 直 和 。 但 是 其 逆 命 题 不 真 , 即 , 若 表示 空间 V 可 以 分 解 为 子 空间 
的 直 和 , V 所 支撑 的 群 表示 不 一 定 必然 可 约 。 从 上 一 章 叙 述 的 生 
成 群 的 结构 表示 的 方法 可 以 断定 , 不 管 V 是 否 可 约 , 只 要 新 表示 
是 从 9, 的 不 可 约 表示 生成 的 , 新 表示 就 是 不 可 约 的 ,因此 当 目 仅 
当 9, 有 n + n 维 不 可 约 表示 时 , 更 , 四 Y。, 可 以 支撑 一 个 n+n 维 
不可 釣 群 表示 , VY, 外， オ 会 在 新 表示 的 作用 下 一 起 返 効 。, 是 
否 有 n + 2 维 不 可 约 表示 可 以 直接 从 %, 的 表示 的 维 数 公 式 判 断 出 
来 。 我 们 称 这 种 生成 新 表示 的 反应 为 量子 体系 的 化 合 , 称 其 逆 向 反 
应 为 分 解 张 量 和 也 可 以 推广 到 多 个 量子 体系 的 情况 , 因此 多 个 量 
子 体 系 可 以 化 合成 分 子 ,或 者 聚合 成 高 分 子 。 高 分 子 和 分 子 也 可 以 
分 解 为 低 分 子 或 量子 体系 。 


-不 仅仅 当量 子 体系 相遇 时 会 生成 新 表示 , 当 一 个 不 可 约 张 量 算 子 


A = iAi,k = 1,2,…, rl 作用 于 量子 体系 更 上 时 也 可 以 生成 新 
的 不 可 约 表 示 。 在 这 样 的 算 子 作用 下 , 什么 物理 量 的 守恒 定律 成 立 
是 值得 研究 的 问题 。 


第 二 十 一 章 ”量子 参与 的 反应 和 过 程 以 及 有 关 的 守恒 定律 149 


4 .假设 在 单位 元 开 域 U 上 有 矢量 X = a テコ 和 与 X 对 偶 的 1 形式 


w = の .dz = g(X) 满足 
Ay” 9 DT 
dr dy dy 


NR Wy KW dy") 


mn k n 
dy 有 27 os デム g" og dz pb, = g の 。 CX, w) (21-3) 


dr DDN” dr Ay” * 
必须 指出 ,由 于 X 和 w 是 在 同一 个 开 域 上 ,而 .是 推 前 映射 ， 
uw” 是 拖 回 映射 ,所 以 uu, X 和 w* w 是 位 于 不 同 开 域 上 的 量子 流 
形 .21-3 的 物理 意义 是 ,不 同 点 上 的 两 个 量子 流 形 ws, X 和 zw ”rw 
在 运动 中 相遇 在 一 点 ,如 果 在 它们 上 面 作 用 的 群 表示 相互 对 偶 ， 
就 会 发 生 全 微分 对 偶 。 这 只 有 当 X 和 w 在 单位 开 域 上 满足 
X= glo) (21-4) 
时 才 会 发 生 。 全 微分 对 偶 就 是 正 反 物质 漂 灭 。 
量子 体系 相遇 时 可 能 发 生 上 述 四 种 反应 生成 新 的 量子 体系 , 从 
而 改变 量子 的 统计 分 布 。 现 在 我 们 研究 一 下 发 生 这 四 种 反应 时 的 守 
但 定律 ,最 重要 的 守恒 定律 是 能 量 守 恒 , 量子 不 包含 奇 点 , 因此 量子 
在 上 述 四 种 反应 中 严格 遵守 能 量 守恒 。 
设 有 量子 体系 更 , 和 到; ,它们 的 能 量 分 别 是 瓦 (更 , ) 和 瓦 (更 ;)。 
当 它 们 化 合 时 , 平 , 中 Y。 作为 一 个 整体 在 空间 中 运动 , 两 个 量子 体 
系 的 动量 张 量 的 分 量 函 数 在 空间 发 生 重 亚 , 而 能 量 是 分 量 函数 的 正 
定 二 次 型 ,所 以 有 三 角 不 等 式 
E(V,)+E(V,) >E(V, 由 下 ) (21-5) 
成 立 。 根 据 能 量 守恒 定律 ,反应 前 后 的 能 量 总 值 保持 不 变 ,21-5 说 明 
化 合 反 应 会 释放 出 能 量 ,反之 ,分解 反 应 则 要 吸收 能 量 。 
如 果 两 个 量子 体系 聚变 , 聚变 后 量子 体系 的 能 量 可 以 大 于 , 也 可 
以 小 于 或 等 于 聚变 前 量子 体系 的 能 量 。 事 实 上 , 我们 知道 原子 的 裂变 
和 聚变 都 可 以 释放 出 能 量 。 


= ム " 
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一 个 量子 与 反 量 子 能 量 、 质 量 相同 , 当 发 生 正 反 物质 漂 灭 的 时 
候 , 能量 全 部 被 释放 出 来 。 

按照 我 们 的 定义 ,量子 的 质量 密度 是 流 形 函 数 的 平方 ,两 个 量子 
是 两 个 不 同 的 量子 流 形 , 它们 的 质量 只 与 各 自 微 分 方程 解 出 的 流 形 
函数 有 关 , 是 分 别 定 义 的 。 只 要 反应 的 前 后 量子 依然 保持 完整 , 它们 
的 质量 也 就 守恒 。 所 以 在 化 合 或 分 解 反 应 中 质量 守恒 , 而 在 聚变 、 裂 
变 或 渤 灭 反应 中 质量 不 守恒 。 

除了 能 量 守恒 以 外 ,还 有 许多 其 他 的 守恒 定律 。 当 量子 体系 相遇 
时 发 生 上 述 四 种 反应 生成 新 的 量子 体系 , 这 些 守恒 定律 是 否 还 成 立 
必须 逐一 研究 . 设 有 两 个 量子 体系 相遇 发 生 了 化 合 反 应 , 化 合 反应 的 
真实 过 程 是 , wy 把 更 , 从 某 一 点 移动 到 p 点 , wu; 把 更 , 从 另 一 点 移 
动 到 p 点 ,反应 产物 更 , 四 更 ; 则 在 z" 的 作用 下高井 ヵ 点。 分解 反 
应 则 是 化 合 反 应 的 逆 过 程 。 

ur Vi + ul YOu’ (VD Y,) (21-6) 

如 果 我 们 研究 的 反应 发 生 在 一 个 封闭 体系 中 , 也 就 是 说 体系 与 
其 外 部 环境 之 间 没 有 任何 物理 量 的 交换 或 迁移 , 从 21-6 可 以 看 出 ， 
由 于 反应 前 后 量子 体系 保持 完整 , 任何 线性 物理 量 在 化 合 或 分 解 反 
应 中 守恒 。 

设想 两 个 量子 体系 生成 张 量 积 更 ，@ て ,, 对 调 两 个 量子 体系 ， 
则 生成 Y。 @ 亚 ,。 如 果 两 个 量子 体系 亚 , 和 更 , 的 所 有 量子 数 相同 ， 
由 于 量子 的 坐标 不 是 物理 量 , 我 们 就 无 法 用 实验 区 分 这 两 个 量子 体 
系 。 因 此 我 们 无 法 断定 生成 的 张 量 积 是 Y, @ 。 还 是 更 , 办 更 。 事 
实 上 , 对 这 两 种 情况 我 们 都 可 以 用 CG 系数 得 到 相同 的 CG 序列 。 既 
然 不 能 断定 生成 的 张 量 积 是 到, @ Y, 还 是 更 , 6) 到 ,我们 假定 两 种 
情况 发 生 的 几率 相同 ,把 上 述 两 式 按 它 们 发 生 的 几率 作 算术 平均 


可 (更 | ® V, + y, ® vy,) (21-7) 
定义 21-2: 设 两 个 量子 体系 更 ， 和 Y, 所 有 量子 数 相 同 , 如果 
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Vv, © V, - YV, C0 v=0 (21-8) 
就 说 亚 ; 和 更; 是 对 称 量子 体系 , 如果 
VY, © VY, + YY, 0 YY, =0 . (21-9) 


就 说 平和 更 , 是 反对 称 量子 体系 。 
一 个 有 趣 的 现象 是 , 当 Y, 和 Y。 是 反对 称 量子 体系 时 ,21-7 式 
恒 等 于 0。 对 这 个 现象 可 以 有 两 种 解释 : 其 一 是 , 当 两 个 量子 数 完全 
相同 的 反对 称 量子 体系 相遇 时 会 发 生 类 似 潭 灭 的 反应 , 反应 的 结果 
两 个 量子 体系 消失 , 量子 体系 的 能 量 被 全 部 释放 出 来 ;其 二 是 , 压根 
不 存在 , 即 , 从 来 不 曾 生成 两 个 量子 数 完全 一 样 的 反对 称 量子 体系 。 
无 论 那 一 种 解释 成 立 , 其 结果 都 导致 
Pauii 选 择 定 则 21-3: 同 一 个 能 级 上 不 能 同时 存在 两 个 反对 称 量 
子 体系 ;同一 个 能 级 上 可 以 同时 存在 任意 多 个 非 反对 称 量子 体系 。 
如 果 第 一 种 解释 成 立 , Pauli 选择 定 则 是 局 部 的 。 即 , 允许 同一 个 
能 级 上 同时 存在 两 个 反对 称 量子 体系 , 只 要 它们 相距 足够 远 ;如 果 第 
二 种 解释 成 立 , Pauli 选择 定 则 是 整体 的 。 
寻找 标量 守恒 定律 就 是 寻找 在 结构 群 G 変換 下 的 不変 量 。 除 了 
G 本 身 以 外 , G 的 子 群 ,特别 是 G 的 有 限 子 群 的 不 变量 也 是 我 们 寻 
找 的 目标 。 例 如 , 空间 反 演 群 
r=t+ (21-10) 
是 G 的 只 有 两 个 群 元 的 子 群 ,如 果 M 上 的 量子 名 具有 关于 空间 反 
演 的 対称 或 反 対称 性 , 即 
V(rz)= 平 (- ヶ ) 或 -Y(z) = ¥(- zr) (21-11) 
从 第 一 协 变 公理 知道 每 个 开 域 上 的 局 部 物理 定律 是 一 样 的 , 因此 直 
接 可 以 判断 这 种 对 称 或 反对 称 性 在 每 一 个 开 域 上 将 保持 不 变 。 用 物 
理 语 言 来 描述 就 是 字 称 守恒 。 那 么 量子 经 过 上 述 四 种 过 程 以 后 , 字 称 
是 否 守恒 呢 ?量子 经 过 化 合 或 分 解 反应 后 保持 完整 , 因此 字 称 守恒 ， 
量子 经 过 潭 灭 反 应 后 完全 消失 ， 如 果 正 反 量 子 的 宇 称 相反 则 字 称 守 
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恒 , 如果 正 反 量 子 的 宇 称 相同 員 宇 称 不 守恒 。 
定义 21-4: 展 开 の 的 Schredinger 特征 解 从 一 种 态 变 为 另 一 种 
仿 的 过 程 为 相 变 过 程 。 
例如 从 液态 变 为 气态 。 我 们 知道 不 同 的 正 交 多 项 式 之 间 存 在 一 
些 相等 关系 , 例如 Sonine-Laguerre 多 项 式 与 广义 Hermite 多 项 式 之 
间 存 在 关系 
0 60) (21-12) 


ヵ ! 

21- 12 就 是 液态 与 固态 之 间 相 变 的 数学 基础 。 通 常 原子 和 分 子 
是 由 多 个 量子 组 成 的 量子 体系 , 这 些 量子 之 间 存 在 相对 运动 不同 态 
的 其 子 之 间 的 相对 运动 可 以 是 不 同 的 , 这 使 得 不 同 态 的 量子 在 相对 
运动 时 其 动量 张 量 分 量 的 重合 程 度 是 不 同 的 , 所 以 相 变 过 程 发 生 的 
时 候 也 会 有 能 量 的 释放 或 吸收 。 除 了 能 量 和 质量 守恒 以 外 , 所 有 用 线 
性 物理 算 子 作用 于 流 形 函 数 而 定义 的 任何 线性 物理 量 在 相 变 过 程 中 
守 便 。 注 意 到 我 们 用 于 求 Schrsdinger 方程 特征 解 的 多 项 式 都 是 超 几 
何 项 数 或 合流 超 几 何 函 数 的 特例 , 因此 这 两 种 函数 在 求 相 变 映射 时 
是 不 可 缺少 的 工具 。 

定义 21-5: 力 学 过 程 是 既 不 生成 新 的 群 表示 又 不 生成 新 的 态 的 
过 程 。 
在 研究 力学 过 程 的 时 候 , 通常 把 我 们 研究 的 对 象 称 作 系 统 , 一 个 
系统 是 由 大 量 量子 体系 组 成 的 。 为 了 方便 起 见 可 以 把 一 个 系统 分 割 
为 右 干 子 系统 , 有 时 候 我 们 把 其 中 一 个 子 系统 称 作 环境 。 既 然 量 子 体 
系 和 群 表示 在 力学 过 程 中 保持 不 变 ,除了 总 能 量 和 总 质量 守恒 以 外 ， 
所 有 用 线性 物理 算 子 作用 于 流 形 函 数 而 定义 的 线性 物理 量 的 总 量 在 
力学 过 程 中 守恒 。 所 发 生 的 物理 现象 仅 限 于 物理 量 在 子 系统 之 间 的 
迁移 .例如 , 两 个 球 发 生 磁 撞 以 后 动量 在 球 之 间 的 迁移 ;压缩 气体 使 
得 气体 中 的 原子 之 间 由 于 动量 张 量 分 量 函数 的 重奏 程度 增加 而 向 环 
境 释放 能 量 。 
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ーー 


第 二 十 二 章 。 量子 统计 


在 第 十 四 章 中 我 们 把 更 和 三 的 能 级 叫做 原始 能 级 sww, 原始 能 
级 是 量子 数 的 函数 ,YW 和 S 的 行为 截然 不 同 , 更 的 能 量 基本 保持 不 
变 , 忆 的 能 量 随 着 1 迅速 趋 于 零 。 按 照 能 量 守 恒定 律 ,三 把 原始 能 量 辐 
射 到 空间 中 去 了 。 

按照 能 量 守恒 原理 , 从 边界 条 件 反 演出 来 的 物理 量 应 该 是 能 量 
守恒 的 ,以 消 流 为 例 , 设 在 无 穷 远 处 的 一 团 流体 的 能 量 等 于 E,, 则 
当 这 团 流 体 运 动 到 边界 2 附近 时 其 能 量 仍 然 应 该 等 于 E。 。 实 际 情 
况 是 , 层 流 解 中 的 流体 团 在 90 附近 的 能 量 经 常 高 于 或 低 于 正 。 , 这 
时 从 92 上 释放 出 更 或 三 ,使 得 在 流体 团 上 的 能 量 守 恒 得 以 成 立 。 一 
般 来 说 , 如 果 一 个 流体 团 上 的 能 量 相对 于 E。 的 亏损 值 是 AP, 就 会 
有 有 限 个 量子 聚集 在 该 流体 团 上 , 使 能 量 提高 到 E。 ;反之 , 如果 一 
个 流体 团 上 的 能 量 相 对 于 E。 的 般 余 值 是 AE, 就 会 有限 个 涡 子 聚 
集 在 流体 团 上 , 使 能 量 降低 到 E。 ,量子 和 涡 子 从 一 个 流体 团 运动 到 
一 个 新 的 流体 团 的 时 候 , 或 者 流体 团 运动 之 后 能 量 盘 亏 值 发 生变 化 
的 时 候 , 将 会 发 生 第 二 十 一 章 描述 的 反应 和 过 程 ,以 调整 统计 分 布 使 
之 适应 新 的 能 量 盘 亏 值 。 事 实 上 , 不 但 能 量 会 发 生 盘 亏 , 质量 同样 也 
会 发 生 人 盘 亏 。 由 于 质量 正比 于 能 量 , 在 能 量 盘 亏 值 被 弥补 的 同时 , 质 
量 的 盘 亏 值 也 被 弥补 了 ,所 以 我 们 只 需要 对 能 量 进行 统计 处 理 。 以 下 
的 推导 对 涡 子 和 量子 同样 成 立 , 我 们 仅 以 量子 为 例 。 

对 称 性 质 不 相同 的 量子 具有 不 同 的 统计 性 质 , 我 们 称 反 对 称 量 
子 为 费 米 (Fermi) 子 , 称 非 反对 称 量子 为 玻 色 (Bose) 子 。 

定义 22-1: 统 计 学 意义 下 的 系统 是 R" 上 某 个 区 域内 的 所 有 量 
子 的 集合 。 
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定义 22-2: 已 知 从 基本 方程 解 出 的 原始 能 级 序列 | en|, 设 原始 
能 级 ev 上 分 布 有 zw 个 量子 , 称 数列 | nw! 为 原始 能 级 序列 | en1 
上 的 一 个 分 布 。 每 一 个 给 定 的 分 布 确定 系统 的 一 个 微观 状态 。 

如 果 ツ が ue EE 22。 


就 称 微观 状态 | my 上 是 可 实现 的 。 

定义 22-3: 若 干 原始 能 级 组 成 一 个 简 并 能 级 e, 。 

我 们 可 以 用 实验 区 分 两 个 不 同 的 简 并 能 级 , 但 是 无 法 用 实验 区 
分 一 个 简 并 能 级 所 包含 的 任意 两 个 原始 能 级 。 用 于 区 别 简 并 能 级 的 
特征 物理 量 可 以 是 能 量 \ 质 量 、 电 场 强度 、 磁 场 强 度 等 ,类 似 地 , 设 简 
并 能 级 上 分 布 有 全量 子 , 称 数 列 | ヵ | 为 简 并 能 级 序列 |e | 的 一 
个 简 并 状态 。 简 并 状态 的 定义 取决 于 实验 精度 , 给 定 实验 精度 , 我 们 
可 以 用 实验 区 分 两 个 不 同 的 简 并 状态 ,但 是 无 法 用 实验 区 分 同一 个 
简 并 状态 所 包含 的 任意 两 个 微观 状态 。 

对 于 一 个 给 定 的 物理 问题 , 原始 能 级 可 以 从 边界 条 件 反 演 中 得 
到 , 按照 实验 精度 所 能 区 分 的 最 小 能 量 间隔 重组 原始 能 级 就 得 到 简 
并 能 级 | e |, 以 及 每 个 能 级 的 简 并 度 w 。 具 体 做 法 是 :根据 实验 手段 
的 精度 确定 一 个 最 小 能 量 间隔 Ae, 所 有 能 量 值 落 在 同一 个 间隔 中 的 
原始 能 级 组 成 一 个 简 并 能 级 e , 落 在 这 个 能 量 间隔 中 的 原始 能 级 的 
个 数 就 是 w, 取 s 为 w 个 原始 能 级 的 能 量 平均 值 。 从 原始 能 级 确定 
简 并 度 。 是 一 件 麻烦 事 , w, 也 是 能 量 值 的 函数 。 

设 简 并 能 级 。 上 分 布 有 ヵ 个 量子 , 如果 

>/e, 三 AP (22-2) 


称 | mw 上 为 简 并 能 级 序列 | e 上 的 一 个 可 实现 简 并 状态 。 

这 个 定义 有 两 个 极端 的 情况 :如 果实 验 精 度 足以 区 分 每 一 个 原 
始 能 级 , 那么 由 于 系统 在 任意 瞬间 1。 只 能 处 在 某 一 个 可 实现 微观 态 
nnn| 上 ,我 们 只 需要 连续 追踪 这 个 可 实现 微观 态 的 改变 就 可 以 了 ， 
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lx 以 及 由 1z 1 引起 的 每 一 个 可 实现 的 微观 态 都 是 确实 存在 
的 , 实现 几率 为 1, 无 须 使 用 统计 手段 ;如 果实 验 精度 不 足以 区 分 量 
子 的 任何 能 级 上 的 特征 物理 量 , 那么 唯一 有 意义 的 数 就 是 能 量 贫 亏 
值 AE, AE 的 实现 几率 也 是 1, 同样 无 须 使 用 统计 手段 。 当 实验 精度 
介 于 上 述 两 种 极端 情况 之 间 时 , 我 们 就 把 原始 能 级 组 成 简 并 能 级 , 使 
用 量子 统计 手段 解决 问题 ,Ae 就 是 实验 精度 所 能 区 分 的 能 量 最 小 
值 。 

定义 22-4: 若 干 简 并 状态 的 集合 构成 一 个 宏观 状态 。 

定义 22-5: 系统 从 一 个 宏观 状态 向 另 一 个 宏观 状态 的 迁移 叫做 
反应 或 过 程 。 

例如 , 毛 和 氧化 合成 水 的 反应 (2H, + O, = 2H,O) 中 , 氢 就 是 一 
个 简 并 态 。 更 精密 的 实验 表明 , 氢 是 由 不 同 的 同位 素 组 成 的 , 同一 种 
氢 同 位 素 还 可 以 有 不 同 的 电子 能 级 , 自 旋 等 ,这 些 同 位 素 、 能 级 、 自 旋 
都 是 更 细 分 的 简 并 态 , 氢 则 代表 一 个 较 粗略 的 简 并 态 。 两 个 简 并 态 氢 
和 和 氧 组 成 系统 的 初始 状态 ,水 是 终了 状态 。 氢 、 氧 化 合成 水 就 是 反应 。 
我 们 还 可 以 用 相同 的 术语 来 描述 两 个 气 核 聚 变 成 一 个 氨 核 的 反应 ， 
等 等 。 

传统 的 量子 统计 中 有 所 谓 全 同 粒子 不 可 分 辨 的 说 法 09 不可 分 
辩 的 粒子 却 具 有 可 分 辨 的 能 级 , 这 在 物理 上 是 自 相 矛盾 的 。 按 照 我 们 
的 观点 ,之 所 以 无 法 追踪 一 个 原子 , 仅仅 由 于 实验 精度 不 允许 ,事实 
上 ,现在 的 实验 手段 已 经 非常 接近 直接 观察 原子 了 。 问 题 是 在 传统 的 
车子 统计 中 , 人 们 先 验 地 假定 存在 某 种 叫做 原子 的 粒子 , 然后 把 这 些 
粒子 分 布 在 一 个 独立 于 原子 的 能 级 序列 上 。 这 样 , 在 计算 不 同 的 分 布 
方式 时 就 产生 了 Gibbs 伴 雇 ,为 了 避 开 Gibbs 伴 遂 , 只 好 假定 全 同 粒 
子 不 可 分 辩 。 实 际 情况 是 , 不 存在 先 验 的 粒子 , 所 有 的 量子 都 是 从 基 
本 方程 和 边界 条 件 解 出 来 的 , 量子 的 质量 和 量子 的 能 量 一 样 只 是 解 
出 量子 以 后 才 有 定义 ， 给 定 一 组 量子 数 就 唯一 地 决定 了 量子 的 能 量 
和 质量 。 换 言 之 ,我们 面 对 的 问题 根本 不 是 把 一 些 先 验 存在 的 粒子 分 
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布 到 给 定 的 能 级 序列 上 去 , 而 是 把 一 个 有 限 的 能 量 盘 亏 值 分 解 为 与 
已 知 能 级 序列 } ex}+ 对 应 的 能 量 微观 状态 (22-1), 每 一 个 微观 状态 
都 是 物理 问题 的 一 个 解 ,如 果 对 调 微观 状态 中 的 两 个 量子 ,也 就 同时 
对 调 了 它们 的 质量 .量子 数 和 能 级 以 及 所 有 对 应 的 物理 量 , 对 调 的 结 
果 不 产生 新 的 解 ,也 不 产生 新 的 微观 状态 。 全 同 粒子 不 可 分 辨 的 说 法 
只 不 过 碰巧 产生 了 相同 的 效果 而 已 。 

严 或 三 是 完全 独立 的 , 换言之 , 一 个 由 多 个 量子 组 成 的 系统 的 
能 其 等 于 其 中 所 有 量子 的 能 量 的 和 。 每 一 个 能 级 都 具有 有 限 的 能 量 ， 
无 限 多 个 量子 的 系统 只 能 具有 无 限 大 的 能 量 , 在 物理 上 是 不 可 能 的 ， 
因此 任何 系统 中 的 量子 总 数 是 一 个 有 限 值 .但 是 量子 总 数 并 不 是 一 
个 确定 不 变 的 数 , 第 二 十 一 章 描述 的 反应 和 过 程 随 时 在 调整 量子 的 
统计 分 布 ,也 在 改变 量子 的 总 数 。 理 论 上 , 任何 一 个 小 于 能 量 盈 亏 值 
的 能 级 上 都 有 可 能 出 现 量子 ,于 是 我 们 的 量子 统计 是 这 样 的 :首先 计 
算 给 定 区 域 上 的 能 量 盈 亏 值 AE, 如 果 AE 是 正 值 ,就 对 对 进行 统计 ， 
如果 AE 是 负 值 , 就 对 到 进行 统计 ;然后 根据 对 称 性 决定 所 采用 的 统 
计 方 法 。 即 ,对 非 反 对 称 量子 采用 Bose-Einstain(B-E) 统计 , 对 反对 称 
量子 米 用 Fermi-Dirac(F-D) 统计 。 具 体 的 统计 过 程 可 以 参考 任何 统 
计 力 学 教科 书 , 所 不 同 的 是 我 们 对 量子 总 数 没有 限制 ,下 面 把 关键 公 
式 列 出 如 下 "1， 

给 定 分 布 1m 上 下 的 微观 状态 数 : 


+ w— 1)! 
1 
os FD 7 


应 用 Srling 公式 以 后 ,22-3 和 22-4 在 22-2 的 约束 下 的 最 可 几 
分 布 为 


2 = 一 去 B-E (22-5) 
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ーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ーーーーーーーーーーーーーーーーーー 一 
ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 一 


ん デー ェ ーー TFPD (22-6) 
i 


其 中 的 1.agrange 纺 子 8 可 以 用 22-2 式 决定 。 


cm E(w, -1) 时 
2 .DE (22-7) 
ツー テー = AP FD (22-8) 


rt $+1 
22-7 和 22-8 不 难 用 打靶 法 数值 求解 ,要 想 求 出 解析 解 是 不 容易 的 ， 
一 般 可 以 近似 化 为 积分 ， 


3 a =AE  B-E (22-9) 
ーー 

人 ewle) 人 

| = Ag F-D ( -10) 


命题 22-6:Lagrange 乗 子 B<0 
证 明 : 以 F-D 的 公式 22-10 为 例 ， 


d(AE) _ fe ee(e)e | e wle) 1 ) 
dB | (em +1) ‘=| | 
ewe) | ,| 2ew(e) + ee'(e) ， 
(er) 0 | (e+1) 
ele) 2AE [ ew (e) 
時 
(22-11) 


由 于 AE 是 有 限 的 ,所 以 22-11 右 端的 极限 和 广义 积分 都 必须 是 收敛 
的 。 式 中 w(e) 是 简 并 度 函 数 , 是 有 界 的 。 容 易 看 出 , 当 8 宇 0 时 上 述 
极限 是 发 散 的 。 令 
ー [ ew (e) 
AF, 一 | yd (22-12 ) 


ど 
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对 B 求 导数 后 得 到 


dAE」 1 -ew (e) , 3AE, 本 e の (e) 
1In > | F(e -pe Ne 


9 (em+1 どど 
(22-13) 
当 8 宇 0 时 ,上 式 右 端的 极限 也 是 发 散 的 ,这 个 过 程 可 以 一 直 进 行 下 
去 , 得 到 的 结论 是 :8 < 0 时 上 述 所 有 的 极限 都 收敛 到 0。 对 BE 公式 
可 以 进行 类 似 的 讨论 ,证 完 。 
如果 筒井 度 w(e ) 的 微分 ， 
dw 
de" 
则 这 个 过 程 只 有 有 限 ヵ 歩 , 我 们 可 以 从 AE, 反 推 得 到 AE = 
AE(B)。 作 为 特殊 情况 , 如果 m = 1,22-11 成 为 
dAE _ 2AE 


(22-14) 


0 (22-15) 
解 得 AE = 。 (22-16) 
定义 22-7: 统 计 物 理 量 是 系统 中 所 有 量子 体系 上 某 个 物理 量 的 
平均 值 。 
定义 22-8: 绝 对 温度 
1 


其 中 を >0 是 Boltzmann 常 数 。 了 也 唯一 地 决定 了 最 可 几 分布 ， 显然 ， 
7 是 统计 物理 量 。 此 时 22-5 和 22-6 成 为 


(w — 1) 
n, = Cw -Dew B-E (22-18) 
1 一 em 
Oa 
n; = F-D (22-19) 
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如果 ww > >1, 且 工 足 够 高 ,可 以 从 22-18 和 22-19 得 到 近似 的 

Boltzmann 分 布 
n, = a (22-20) 

可见 , 只 有 温度 较 高 , 才能 使 能 量 值 较 大 的 能 级 上 有 量子 分 布 。 
反之 ,能 量 值 较 大 的 能 级 上 有 量子 分 布 意 味 着 温度 较 高 。 

令 有 是 某 个 宏观 状态 所 包含 的 可 实现 微观 状态 数 , Boltzmann 
公式 定 駐 本 径 

S = k ln(Q) (22-21) 

按照 统计 学 假设 , 系统 停留 在 由 原始 能 级 定义 的 任何 一 个 可 实 
现 微观 态 上 的 几率 相同 ,这 就 是 所 谓 等 几率 各 态 历经 ,但 是 系统 停留 
在 由 简 并 能 级 定义 的 宏观 状态 上 的 几率 是 不 同 的 , 筒井 度 越 大 , 几率 
也 越 大 。 根 据 各 态 历 经 假设 “, 显然 系统 停留 在 某 个 宏观 状态 上 的 
几率 正比 于 该 宏观 状态 包含 的 可 实现 微观 状态 数 ,给 定 绝对 温度 了 , 
在 所 有 的 宏观 状态 中 , 有 一 个 宏观 状态 包含 最 大 数目 的 可 实现 微观 
状态 0, 这 个 宏观 状态 对 应 的 分 布 就 是 最 可 几 分 布 ,我 们 称 0 
对 应 的 宏观 状态 为 平衡 态 。 设 有 两 个 宏观 状态 A 和 B, 它们 所 包含 的 
可 实现 微观 状态 数 分 别 为 2。 和 0s, 且 有 0。 < 0,, 则 系统 停留 在 状 
态 B 的 几率 大 于 系统 停留 在 状态 A 的 几率 。 如 果 系 统 的 初始 状态 为 
A, 系统 将 自动 地 从 A 向 B 迁 移 。 显 然 , 从 A 到 B 的 过 程 是 自动 的 , 从 
B 到 A 的 过 程 是 非 自 动 的 ,注意 到 炉 的 定义 22-22, 自动 的 过 程 是 炳 
增加 的 过 程 , 这 就 是 热力 学 第 二 定律 ,必须 指出 , 尽管 热力 学 第 二 定 
律 指明 了 过 程 自动 进行 的 方向 , 实际 过 程 并 不 一 定 发 生 。 正 如 我 们 在 
热力 学 中 所 熟知 的 , 具体 物理 过 程 能 否 发 生还 取决 于 一 些 诸 如 反应 
寞 面 的 大 小 之 类 的 动力 学 因素 .例如 ,常温 下 氧气 和 氧气 并 不 化 合成 
水 ;太阳 上 的 氨 并 不 会 像 氨 弹 一 样 爆炸 。 所 以 , 我 们 通常 看 到 的 宏观 
状态 并 不 一 定 是 最 可 几 分 布 。 

从 以 上 统 述 中 我 们 知道 , 之 所 以 使 用 统计 手段 是 因为 存在 简 并 
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能 级 ,之 所 以 存在 简 并 能 级 是 因为 我 们 的 实验 测量 必定 有 误差 Ae, 
而 测量 的 对 象 又 是 连续 物理 量 , 这 使 得 我 们 无 法 区 分 落 在 同一 个 As 
上 的 原始 能 级 。 假 如 我 们 能 够 设计 一 个 直接 测量 量子 数 的 物理 实验 ， 
那么 只 需要 不 高 的 精度 , 如 0.1, 我 们 就 可 以 直接 追踪 原始 能 级 。 因 
为 量子 数 只 能 取 整 数 或 半 整 数 ,0.1 的 精度 已 经 足以 区 别 两 个 不 同 


的 量子 数 。 
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在 第 十 四 章 里 我 们 定义 了 相 变 是 A 算 子 的 特征 形式 从 一 种 态 到 
另 一 种 态 的 改变 ,本 章 我 们 将 研究 一 种 特殊 的 相 变 , 那 就 是 辐射 。 本 
章 的 方法 也 适用 于 其 他 相 变 过 程 的 求解 。 
特征 方程 
AB = 1G Du, E H'(M) (23-1) 
的 特征 解 可 以 表示 为 


二 


(23-2) 


sin{ mg) 
一 般 地 , M 上 的 任何 0 形式 更 不 能 展开 为 到 的 级 数 ,因为 球 Bessel 
滑 数 在 [0, co ) 上 不 是 平方 可 积 的 。 但 是 可 以 把 の 作 Hankel 变换 , 令 


oo 


{ 


ゅ = ヾ 、 |4。 Ck) unkdk & € [0, oo) (23-3) 


m= 0 


x 2 


AA (My だ le x j(kr)P" (cos6) 


cos( 7 の ) 


rsing dr do db (23-4) 
sin( meg) 


这 里 Auw(&) 是 连续 变量 上 的 函数 , 只 要 23-4 的 积分 收敛 ,23-3 就 成 
既然 Bu 满足 23-1, 我 们 可 以 从 の ,。 得 到 量子 流 形 
み 。 = の し (23-$) 
所 以 从 M 上 的 任何 0 形式 可 以 释放 出 量子 流 形 wu 。 
如 果 一 般 地 有 尼 是 多 un 的 线性 组 合 , 到 满足 
LY =0 (23-6) 
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我 们 也 可 以 用 Hankel 变换 来 展开 Y, 


ツ = 3 3 [an tat k [0, oo) (23-7) 


CO Zn 


A CE ye の re の 


cos( kct ) | 
sinmg | | sin( Act ) | 
定义 23-1:4w(&) 是 到 的 热 辐射 谱 。 
显然 , 热 辐射 谱 是 连续 谱 。 由 于 解 23-2 不 是 从 Schrodinger 方程 
的 解 得 到 的 , 它 不 要 求 以 太 具 有 任何 特定 的 性 质 , 所 以 M 上 的 任何 
态 的 0 形式 都 可 以 有 热 辐射 (23-4), 许多 量子 构成 的 体系 也 可 以 有 
热 辐射 (23-8)。 如 果 把 黑洞 解 代入 23-4 得 到 的 积分 收敛 , 则 黑洞 也 
会 有 辐射 。 
从 M 释放 出 来 的 单个 量子 流 形 也 可 以 有 辐射 谱 , 量子 流 形 
Yuan 满足 


[cosm® 


rsing dr dg dbg dt (23-8) 


LI (23-9) 
令 nn = P(r, 0) 4. (Co) みあ (zt) (23-10) 
23-9 可 以 分 解 为 
A A = 0 (23-11) 
と + 72 gg =0 (23-12) 
の 
和 る る ュー( ァ 2 59 % ュー ( sin の っ ) — Ar’sin0=-m’ 
(23-13) 
23-11 的 解 为 
cos( kct ) PR 
人 sin( kct ) 3 (23-14 ) 
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23-12 的 解 为 


本 
四 sin( 7 の ) 
对 于 确定 的 A 入 ,23-13 是 一 个 确定 的 微分 方程 , 它 的 解 可 以 有 不 
同 的 态 ,例如 采用 球 Bessel 函数 可 以 有 


cos( mg) 


(23-15) 


の , = VS Aj(kr) Pr(cosg) A,ER (23-16) 
采用 气态 解 
Dn = Pr (cos0) VA, (ur) esL: (pr) 
A, ER (23-17) 
对 于 确定 的 4 入 ,23-13 的 解 是 唯一 的 , 所 以 
$b = ®, (23-18) 
cos( mg) | {cos( kct ) を 
Ya © PE Noh) sin( mg) | |sin( kct ) 4 Car) Te L. Cr ) 
_ [cos( mg) | |cos( kct ) 
lsin(mg) | {sin(ket ) XAjC&r)Pr ん 
4 AA に (23-19) 
或 nN = 2) Al) bun (23-20) 


定义 23-2: A(7) 就 是 量子 x 的 光谱 。 
un 中 的 常数 上 是 被 下 ww 中 的 常数 & 所 决定 ,显然 A (1) 是 离散 
的 线 状 谱 。 
我 们 把 cos( ヵ ぁ ) 和 sin( me) 对 应 的 展开 系数 A(7) 分 别称 为 
Yuny 的 两 个 偏振 谱 , 这 里 A(7) 是 离散 变量 ! 的 函数 。 定 义 光子 み 。 
是 Vy 的 光 柱 射 , 当 7 在 [0, co ) 上 变化 时 ， 我 们 可 以 定义 红外 光 、 可 
见 光 直至 y 射线 。 
神子 号 中 与 + 有 关 的 项 不 是 周期 函数 , 涡 子 只 能 用 Hankel 变换 
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展开 , 辐射 谱 一 定 是 连续 谱 而 不 是 线 状 谱 。 对 应 的 公式 容易 导出 ,不 
再 资 述 。 

如 果 把 光子 看 作 是 与 气态 、 液 态 和 固态 并 列 的 一 种 态 , 那么 光 辐 
射 和 热 辐射 都 可 以 看 作 是 相 变 ,在 量子 凝聚 过 程 中 , 多 余 的 能 量 被 辐 
射 到 空间 中 去 了 。 
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在 第 一 章 中 我 们 曾经 说 过 原则 上 可 以 用 复数 域 

= +iy i (24-1) 

来 构造 流 形 Q(G,$), 这 里 i 是 虚数 单位 ,不 失 一 般 性 , Q 的 结构 群 

G 和 局 部 微分 方程 上 都 定义 在 复数 域 上 。 我 们 的 兴趣 主要 集中 在 从 

已 知 的 实 可 积 流 形 释 放出 来 的 复 流 形 。 在 本 章 中 我 们 假定 流 形 的 局 

部 微分 方程 子 集 的 维 数 与 结构 群 的 维 数 相等 。 设 Z = 0 是 Q 上 的 
2m 维 一 阶 线性 偏 微分 方程 ， 


Z = «(2) 3 (24-2) 
我 们 同样 可 以 用 特征 线 方程 
i (24-3) 
生成 2 ヵ 维 结构 群 
ee pt nt (24-4) 
如果 可以 把 24-2 的 实 部 和 虚 部 分 开 写 成 
Z=X+iY (24-5) 
9 区 が (Ce の ) (24-6) 
Vs tr ーー 7。 ル 三 1.2。…。 が (24-7) 
ツ 
则 可 以 生成 两 个 实 单 参数 Lie 子 群 
の て yo (24-8) 
和 y = (x0, yo0, 有 Et) (24-9) 


及 其 表示 
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[oe.] = いし] (24-10) 
和 [ ゅ . ] = [人 (24-11 


按照 我 们 的 定义 ,两 个 不 同 的 流 形 上 的 局 部 微分 方程 不 等 价 , 这 
样 两 个 流 形 上 的 张 量 相 加 是 没有 意义 的 。 但 是 ,如 果 我 们 把 这 样 两 个 
流 形 上 的 局 部 物理 定律 分 别 当 作 一 个 复 流 形 的 局 部 微分 方程 的 实 部 
和 虚 部 , 一 个 复 微分 方程 等 于 零 等 价 于 这 个 方程 的 实 部 和 虚 部 分 别 
等 于 稚 , 因此 合成 的 复 微 分 方程 等 价 于 原来 的 两 个 实 微分 方程 。 例 
如 , 已 知 实 流 形 M,(G(g),X) 上 的 张 量 定 律 X(W,) = 0 和 
M(G,(g), Y) 上 的 张 量 定律 Y( W。) = 0,X 与 了 满足 相同 的 基本 
方程 ,我 们 也 可 以 尝试 合成 一 个 复 流 形 Q:M, ② iM,, 合成 的 局部 
复 微分 方程 为 Z(W, + iW,) = X(W)+iY(W,) = 0, 如 果 从 Z 可 
以 生成 一 个 与 G, 和 G, 不 同 构 的 结构 群 , 我们 就 得 到 了 一 个 新 的 流 
形 Q(G(g),2Z), 尽管 X 和 Y 在 原来 的 流 形 上 都 是 可 积 的 , 但 是 
Z(z) = 0 一般 地 不 能 够 积分 得 到 流 形 函 数 

W(z) = 0 (24-12) 

所 以 我 们 说 Q 不 可 积 。 在 这 里 , 不 可 积 的 意思 是 不 能 积分 得 到 以 z 
为 变量 的 流 形 函 数 24-12, 尽管 X 和 Y 可 以 分 别 积分 得 到 流 形 函 数 
W, 和 W,, 但 是 W, 和 W。, 不 満足 Cauchy-Riemann 方程, 由 于 结构 群 
不 同 构 , Q 上 的 运动 与 M, 和 M, 上 的 运动 完全 不 同 。 按 照 我 们 的 定 
义 , 结构 群 不 同 构 意 味 着 相互 不 可 观测 ,不 可 观测 的 流 形 是 无 法 研究 
的 , 因为 我 们 不 能 够 用 实验 来 验证 理论 ,因此 我 们 希望 g, 或 是 4 的 
一 个 子 代 数 ,使 得 我 们 在 MM, 或 M, 上 至 少 能 够 部 分 地 观测 Q 上 发 
生 的 物理 事件 。 \ 

假设 三 维 流 形 M 的 结构 群 是 G, 已 知 M 上 的 1 形式 w, 作 Hodge 
分 解 
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wu = deat Rt (24-13) 
这 里 a 是 0 形式 ,8 是 2 形式 。 
人 
x 


r= *B= aidz PP = a 


j= 1,2,3 (24-14) 
则 yg 与 x 满足 同样 的 基本 方程 
90 = 0 dp = 1 (24-15) 
Or = 0 dr = J (24-16) 
我 们 把 它们 合成 m 维 复 流 形 Q = M ⑨⑧ iM 上 的 局 部 物理 定律 
7 モア +zce 人 dz cER (24-17) 
dt 是 弧 长 时 间 ， c 就 是 在 第 十 九 章 里 定义 弧 长 时 间 的 时 候 引入 的 常 
数 。 
令 て ーー zc/ (24-18) 
n=x+owoh dz' (24-19) 
7 满足 方程 
37=0  d ヵ = ニ リ + ォ ガリ (24-20) 
等 价 地 
Aday=0 A7=K K= 6(I1+2) (24-21) 
粗 看 上 去 
n=x+ohNdt (24-22 ) 


似乎 也 可 以 合成 一 个 不 可 积 流 形 上 的 局 部 物理 定律 。 事 实 上 , 尽管 
24-22 中 的 八 x 和 9 满足 相同 的 基本 方程 ,合成 的 7 与 r 和 9 没有 任 
何等 价 关 系 , 因此 是 毫 不 相关 的 , 这 样 合成 得 到 的 流 形 与 原来 的 物理 
问题 没有 联系 , 这 不 是 我 们 所 希望 的 。 在 24-17 中 我 们 把 两 个 张 量 合 
成 为 一 个 新 的 局 部 物理 定律 , 我 们 还 需要 使 合成 的 新 张 量 能 够 生成 
与 原来 的 结构 群 不 同 构 的 结构 群 , 如 果 合成 的 1 形式 7 作为 G 连通 
的 微分 方程 子 集 有 与 原来 的 微分 方程 子 集 不 同 的 维 数 , 我 们 就 可 能 
米 用 新 的 Lie 代数 来 生成 速度 空间 o( Q)。 最 容易 想到 的 能 够 增加 G 
连通 微分 方程 子 集 的 维 数 的 变量 莫 过 于 弧 长 时 间 1, 令 
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ァ ニ cd アダ + ィ zzx0d7 了 =1,.2.3 (24-23) 

by = Odz! +0dr +0dz + zed/ (24-24) 
显然 ,7 = x '， 峭 就 是 前 面 已 经 定义 了 的 7, 此 时 G 连通 微分 方程 子 
集 的 维 数 已 2* 变 成 了 4。 为 了 能 够 采用 新 的 Lie 代数 来 生成 速度 空 
间 , 定义 代表 流 形 N = O@ i0 和 流 形 Q = M 四 iM 上 的 自然 基底 
分 别 是 


9 9 9 9 
9y 9y 9y icdt 


2 すみ 9 32. 


定义 24-1:Q 上 的 不変 算 子 
= 9 9 
d= d+ 24 Adt = d+ 了 A (24-26) 
显然 dr=dr dy= dy (24-27) 
生 XT # b= 关 の (24-28) 
所 以 有 
5r=sr 8 ゅ =6 め の (24-29) 
定义 24-2 
A = d6+ 6@d 24 - 30 
A; = d$ A; = dd (24-31) 


注意 到 7 的 任何 一 个 分 量 都 与 弧 长 时 间 : 无 关 , ヵ 实际 上 仍然 是 
AM 上 的 张 量 , 但 是 7 在 4 维 结构 群 的 作用 下 , 所 有 分 量 都 将 与 : 有 
关 , 可 见 9 只 是 一 个 Cauchy 问题 的 初始 条 件 而 已 。 我 们 令 三 为 以 7 为 
初始 条 件 的 1 形式 ,也 就 是 说 三 是 从 M 上 释放 出 来 的 流 形 ， 


S|,.,= 7 (24-32) 
这 里 S = S(x,1) (24-33) 


既然 三 是 一 个 Cauchy 问题 的 解 ,我 们 假定 号 与 Q 上 的 边界 条 件 无 
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| 关 , 这 样 三 是 可 以 自由 运动 的 。E 应 该 满足 


AS = 0 (24-34) 
今 WV= 人 3-y (24-35) 
则 有 AW =— 7 (24-36) 
SD (24-37) 
用 算 子 8 作用 于 24- 36 的 两 端 ,注意 到 24-20, 我 们 有 
| 8AY = (dd+ 6d)8 WW = 0 (24-38) 
两 面 用 6 间 做 Poincare 对 偶 , 得 
((d8+8d)8 ,6 ¥) = (dd ,dd ¥) =0 (24-39) 
d=0 (24-40) 
再 用 立 対 上 式 両端 作 Poincare 対 偶 , 
(dd V, ¥) = GY,SY) = 0 (24-41) 
所 以 
$Y =0 (24-42) 
由 此 可 知 Y 满足 基本 方程 
$Y =0 (24-43) 
dw = 一 天 (24-44) 
等 价 地 有 
Yd (24-45) 
Ai¥V = A =~ 7 (24-46) 
Yl,-。 = 0 (24-47) 
其 中 7 ニー6K ニ ァ + み =edz' (24-48) 


24-45 和 24-46 就 是 Q 上 的 基本 方程 ,24-47 是 初始 条 件 。 令 
V = V(x,1) = adr + pdr’ = zo dz" (24-49) 
a=9 j=12,3 a=1,2,3,4 (24-50) 
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解 严 的 所 有 分 量 都 是 x 和 + 的 函数 。24-49 的 特征 线 为 


a (24-51) 
dr “+ der と 
从 24-51 可 以 很 容易 生成 单 参数 子 群 及 其 表示 。 
da, 9 」 da; 9g 
azi FE J 9 
da, 9a， 9 の > 9a, 
st FE az icat 
设 A(c)=| "< (24-32) 
da; das da; das 
ar! az az icat 
icg) icg) 9(zce) 9 の 
dz dr 9r dt 
dx! dx! ar! dx! 
9 テ 。 9z? dz cdt 
dz* DZ gz2 2 ヶ 2? 
azi zz gz  zc9, 
4 = (24-53) 
dz ar’ dx ar’ 
ar ar 223 icat 


9(zcz) 9(zcz) 9(ict) dt 


9 テ 。 2z。 9ro to 
微分 24-51 可 得 
A = A(r)A (24-54) 
て 


4 x4 和 直隆 A 有 一 个 非常 特别 的 性 质 , 那 就 是 A j,k = 1,2,3 和 4。 
是 实 函 数 , A 其 余 的 元 素 是 纯 虚 函 数 。 而 且 矩 阵 的 逆 和 乘积 仍然 保持 
这 个 性 质 不 变 , 我 们 称 这 样 的 性 质 为 Lorentz 性 质 , 这 样 的 矩阵 构成 
的 知 降 群 就 赴 Lorentz 群 。1 形式 Y 的 定 叉 式 24-49 也 有 一 个 特殊 的 
性 质 , 那 就 是 , 有 的 分 量 是 坐标 的 实 函数 , 有 的 分 量 是 坐标 的 纯 虚 函 
数 , 而 且 这 个 性 质 在 Lorentz 群 的 作用 下 保持 不 变 。 不 仅 1 形式 , 任何 
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阶 张 量 也 可 以 具有 这 种 性 质 , 我 们 称 所 有 具有 这 种 性 质 的 张 量 为 
Lorentz 张 量 , 而 且 在 任何 张 量 运 算 下 , 从 Lorentz 张 量 仍然 得 到 


Lorentz 张 量 。 
定义 24-3: 
第 8 列 
0 ・ 0 0 
Es= |0 1 0 | 第 。 行 
0 0 0 
a,B = 1,2,3,4 
全 Ja = Es -— Es 
Ls 一 Ea 3 he 了 ぅ ん ーー Loe 


出生 分 别 构成 封闭 的 线性 空间 ,而 且 有 对 易 子 运算 
Bade) ー Ol 二 Oa Of i Oa 


Pr = Su Ti + Ol = j4 一 6 Lar 
た お = 0 
へ 、 — 到 
マ j= J J,= J J = J 
AM = 了 4 M, = I M, = Ts 


(24-55) 


(24-56) 
(24-57) 


(24-58) 
(24-59) 


(24-60) 


(24-61) 


J 和 M, 都 是 4 x 4 矩阵 , J 的 非 零 元 素 分 布 在 左上 角 的 3 x 3 子 阵 
上 ,而 M, 的 非 零 元 素 分 布 在 第 4 行 和 第 四 列 上 。J 和 M, 満足 対 易 


关系 
La 一 Cok 1, ん = の 
[AM ,AM ] = CM, m,n,l = 4,5,6 
eM l= 

人 へ ー «pgp 9 

マ Y, [hy Fs 


(24-62) 
(24-63) 
(24-64) 


(24-65) 
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。 の 
MM ドア 2 (24-66) 


则 Y; 中 Y, span a(O 由 0), 而 且 Y 和 Y, 都 是 Lorentz 张 量 , 满 
足 对 易 关 系 


Y= CY a Ws fk (24-67) 
有 且 一 ま RA が 。 7。/ = 4。5。6 (24-68) 
前 (24-69) 


9(O 〇 ) 科 za(O) 都 是 三 维 的 , 我 们 知道 三 维 的 单 Lie 代数 只 有 4,, 因 
此 9%O) 和 ;i9(O) 是 %0O 四 ;0) 的 子 代数 , Q 在 M 上 是 可 以 观测 的 ， 
而 且 490O 申 iO0) 与 9(O) 不 同 构 , 因 此 N:O 四 ;是 一 个 新 的 流 形 。 
按照 第 十 章 给 出 的 方法 , 代表 流 形 上 所 有 几何 性 质 都 是 可 以 求 出 的 ; 
任意 取 9 (O③ i0) 上 的 一 个 微分 1 形式 9, 指定 定向 9 一 ヵ , 分 別 
求 出 の 9 和 ヵ と qg'(M び ③ iM) 所 対 記 的 単 参 数 子 群 及 其 茜 表示 , 进而 
求 出 等 距 微分 同 膝 了 F.O③⑤ 7O 一 Md 7, 映 射 生成 X DX, span 
Q( MO iM) 
[XR CX E23 2470) 
区 m,n,l = 4,5,6 (24-71) 
这 样 , 流 形 Q 上 所 有 几何 性 质 也 可 以 求 出 。 
为 了 使 坐标 变换 后 得 到 的 张 量 仍然 是 Lorentz 张 量 , 流 形 Q 上 
的 坐标 变换 必须 分 别 对 Lorentz 张 量 的 实 部 和 虚 部 进行 ， 称 这 样 的 坐 
标 变 换 为 Lorentz 坐标 变换 。 


dz = [4A] dr j,k = 1,2,3,4 (24-72) 


k 
| (24-73) 


0 0 0 a 
设 A 是 可 积 的 , 积分 为 
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ニーーーーーーーーー 


xr’ = f(r ,rx ,7 ) (24-74) 

だ た も 9 (24-75) 
在 任何 坐标 下 ,我 们 可 以 按照 矢量 微分 中 的 惯例 把 24-49 中 的 刘表 
示 为 


A = 0 な 2 め ウー 94 ( 24-76) 
24-43 可 以 写 为 
divA + 3 -0 (24-77) 


这 就 是 Lorentz 规范 ,定义 

j= (ei,ez2,e3) p= ea (24-78) 
注意 到 Lorentz 坐标 变换 分 别 作 用 于 Y 的 时 间 部 分 和 空间 部 分 , 则 
24-46 可 以 写 为 


9* A 

L]4 = AA4 +ーー ラ ニー) (24-79) 
cat 
了 

Dv = A。 の も の (24-80 ) 


这 里 的 24-79 和 24-80 分 别 是 矢量 和 标量 形式 的 波动 方程 如果 上 
“ 述 两 式 的 右 端 项 为 零 ,就 得 到 无 源 的 波动 方程 
DA=0 (24-81) 
和 Dop = 0 (24-82) 
按照 微分 方程 的 理论 ,24-81 和 24-82 的 通 解 加 上 24- 79 和 24-80 的 
一 个 特 解 就 得 到 24-79 和 24-80 的 通 解 。 
対立 作 外 微分 


= da, da 2 
d = (5 ー 3 dr dx? a,B = 1,2,3,4 (24-83) 
令 w= Fgdr Adr =d¥ = Hdr Ad だ + ち dz A de! 
3 (24-84) 


为 电磁 场 张 量 , 显然 电磁 场 张 量 满足 
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Sw =- 7 (24-85) 

dw = 0 (24-86) 
采用 矢量 记 法 , 定义 磁感应 强度 和 电场 强度 为 

H = (H,,, H,,, H,) (24-87) 

E = J E,) (24-88) 
电流 矢量 和 静电 和 荷 为 

j= (ei,ez,e3) p= es (24-89) 
24-85 等 价 于 

divE ニー。p (24-90) 

3 -rotH =-]j (24-91) 
24-86 等 价 于 

divH = 0 (24-92) 

rotE + 2 = (24-93) 


24-90 至 24-93 就 是 矢量 形式 的 Maxwell 电磁 场 方程 , 24- 93 说 明 随 
时 间 变 化 的 磁场 会 产生 电场 , 反之 亦 然 , 这 就 是 Faraday 电磁 感应 定 
律 。 公 式 24-20 的 矢量 形式 为 


divj + a は (24-94) 
这 就 是 电量 守恒 定律 。 
从 本 章 的 叙述 可 以 推 知 , 任何 流 形 上 的 物理 量 自然 伴随 有 电场 
和 磁场 ,这 可 以 解释 为 什么 雷雨 之 中 会 产生 雷电 。 
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现在 ,物理 上 的 许多 实验 定律 都 可 以 从 理论 上 直接 推导 出 来 , 下 
面 我 们 仅 作 一 点 初步 的 工作 。 

能 量 、 质 量 . 电 荷 守 恒定 律 :按照 定义 ,能 量 密度 \ 质量 密度 和 电 
荷 密度 都 是 流 形 上 的 m 形式 ,根据 命题 9-4 和 第 十 九 章 中 的 定义 直 
接 可 以 得 到 能 量 守 恒 、 质 量 守 恒 和 电荷 守恒 。 注 意 到 黑洞 解 的 中 心 和 
绕 流 边界 上 能 够 不 断 产生 质量 , 能量 和 电荷 , 守恒 定律 在 奇 点 和 边界 
上 不 成 立 。 

质量 能 量 公式 :对 于 任意 可 定向 流 形 M, 设 BB 是 M 上 的 流 形 函 
数 ,w 是 M 上 的 1 形式 , 


m = | za = | s A * の (25-1) 


F = | za = | 。 A x*w (25-2) 


我 们 知道 a" (M) 上 任意 两 个 非 零 m 形式 成 正比 中 ,而 且 比 例 系 数 
大 于 零 ,所 以 
E = cr cER (25-3) 

在 能 量 与 电量 和 质量 与 电量 (如 果 电 量 值 非 零 ) 之 间 也 存在 类 似 关 
系 。 

关于 测 不 准 原理 :按照 我 们 的 定义 , 任何 物理 量 都 是 可 以 准确 测 
量 的 ;任何 非 物理 量 都 是 测 不 准 的 。 处 在 不 同 物理 世界 的 观测 者 不 能 
观测 到 对 方 世 界 的 物理 量 , 这 也 可 以 称 之 为 测 不 准 。 如 果 不 同 构 的 流 
形 M 和 NN 都 是 可 积 的 , 则 M 的 质量 在 N 上 的 观测 者 看 来 就 是 暗 物 
质 ,反之 亦 然 。 

关于 统计 平衡 态 : 或 许 读者 会 感到 奇怪 , 为 什么 我 们 在 第 二 十 二 
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章 中 并 没有 定义 平衡 态 ? 事 实 上 , 所 谓 等 几率 各 态 历 经 就 是 一 种 平衡 
念 假设 ,这 个 假设 认定 任何 一 个 可 实现 微观 状态 的 实现 几率 相同 。 其 
实 我 们 完全 可 以 采用 其 他 平衡 态 假设 , 例如 我 们 在 大 部 分 滑 流 实验 
中 观察 到 巨大 涡 子 很 少 产生 , 可 以 假设 包含 巨大 涡 子 的 可 实现 微观 
仿 具 有 较 低 的 实现 几率 。 相 反 , 在 另外 一 些 淇 流 实验 , 例如 卡门 涡 街 
中 ,巨大 涡 子 一 个 接 一 个 地 不 断 产 生 , 我 们 必须 假定 包含 这 种 巨大 涡 
了 于 的 可 实现 微观 态 具 有 较 高 的 实现 几率 ,理论 上 , 有 了 平衡 态 假设 ， 
第 二 十 二 章 的 量子 统计 就 可 以 进行 ,如 果 系 统 不 遵循 任何 平衡 态 假 
没 , 那么 系统 就 处 于 非 平衡 态 。 一 个 统计 物理 量 是 系统 中 所 有 量子 体 
系 上 该 物理 量 的 平均 值 , 如 果 系 统 没 有 达到 平衡 态 , 这 个 平均 值 是 不 
稳定 的 ,是 时 间 的 随机 函数 ,按照 我 们 在 第 一 章 中 关于 可 观测 性 的 论 
述 ,随机 的 统计 平均 值 是 不 可 观测 的 , 对 我 们 没有 任何 意义 。 

热力 学 第 二 定律 : 见 第 二 十 二 章 。 

关于 冷 聚 变 :即便 系统 已 经 处 于 平衡 态 , 我 们 也 可 以 通过 改变 一 
些 参 数 来 移动 平衡 ,使 有 用 的 过 程 得 以 进行 ,例如 人 们 辜 精 竭 虑 地 想 
通过 把 绝对 温度 提高 到 数 千 万 度 , 使 气 聚 变 为 氨 以 获取 能 量 。 其 实 ， 
改变 温度 并 不 是 唯一 可 以 影响 平衡 的 办 法 。 改 变温 度 的 目的 只 是 为 
了 使 其 中 某 些 气 核 具 有 很 高 的 平 动 能 量 , 从 而 改变 了 统计 分 布 。 如 果 
在 系统 中 加 入 量子 数 很 大 的 原子 同样 可 以 改变 分 布 , 使 平衡 移动 , 例 
如 , 在 托 卡 马 克 装 置 的 氨 等 离子 体 中 加 入 少量 的 铀 原子 ,应 该 可 以 使 
热 核 反应 发 生 的 开始 温度 降低 一 些 。 量 子 数 更 大 的 原子 无 法 大 量 制 
造 , 其 半衰期 也 太 短 , 很 难 真正 影响 聚变 过 程 。 一 个 异想天开 的 想法 
是 :既然 在 数学 上 原子 和 满 流 产生 的 涡 子 是 相同 的 东西 ,能 否 用 演 流 
涡 子 来 影响 原子 的 平衡 态 呢 ?从 理论 上 讲 , 只 要 原子 的 能 级 序列 与 某 
一 个 具有 足够 高 能 量 的 满 流 涡 子 正 交 , 而 且 这 种 满 流 涡 子 具有 足够 
长 的 半衰期 \ 可 以 连续 地 大 量 产 生 , 原子 的 统计 平衡 就 可 以 被 湾流 涡 
子 移动 .这 就 是 冷 聚 变 。 

关于 宇宙 热 死 " :热力 学 第 二 定律 指出 了 过 程 进行 的 方向 必然 


第 二 十 五 章 ”在 物理 学 上 的 应 用 177 


是 从 绝对 温度 较 高 的 分 布 指向 绝对 温度 较 低 的 分 布 ,最终 达到 平衡 。 
Clausius 据 此 作出 了 整个 宇宙 将 会 “ 热 死 ”的 推断 。 这 个 推断 在 逻辑 
上 并 不 是 无 懈 可 击 的 , 因为 它 需 要 一 个 必 不 可 少 的 前 提 : 宇 宙 中 所 有 
流 形 都 遵守 能 量 守 恒 , 都 不 会 有 能 量 产 生 , 更 不 会 自动 生成 绝对 温度 
较 高 的 分 布 。 考 察 我 们 在 第 十 五 章 得 到 的 绕 流 解 , 在 边界 32 上 会 不 
淅 产生 量子 数 很 大 的 涡 子 , 换 句 话说 ,2 上 会 不 断 产 生 绝 对 温度 很 
高 的 分 布 。 这 样 ,温度 平衡 就 永远 也 不 会 达到 。 但 是 ,这 仍 不 足以 驶 倒 
“ 热 死 ” 论 , 因为 绕 流 解 的 边界 2 的 运动 状态 是 以 某 种 外 界 能 量 来 
维持 的 。 例 如 , 向 平静 的 水 中 投掷 一 个 石 块 , 石 块 在 水 中 前 进 时 不 断 
释放 出 涡 子 ,同时 消耗 本 身 的 动能 直至 停止 。 如 果 把 石 块 的 动能 包括 
在 系统 内 , 整个 系统 仍然 保持 能 量 守 便 , 仍然 会 “ 热 死 "。 幸 好 除了 绕 
流 解 以 外 我 们 还 有 两 类 黑洞 解 (第 十 六 章 ), 黑洞 解 与 任何 边界 无 关 ， 
它 目 由 地 漂浮 在 空间 中 ,也 会 不 断 产 生 量 子 数 很 大 的 涡 子 ,而且 在 奇 
点 上 不 受 能 量 守 恒 的 约束 。 因 此 ,宇宙 是 不 会 “ 热 死 ” 的 。 

热力 学 第 三 定律 :从 22-18 和 22-19 容 易 看 出 ,T= 0 时 n= 0， 
AE = 0, 也 就 无 须 统计 了 。 事 实 上 , 当 工 小 到 某 个 程度 , 任何 宏观 状 
态 所 包含 的 可 实现 微观 态 都 是 届 指 可 数 的 , 这 破坏 了 概率 论 中 大 数 
定理 成 立 的 前 提 , 统计 手段 已 经 不 能 使 用 了 , 此 时 唯一 的 办 法 是 直接 
追踪 由 原始 能 级 定义 的 微观 状态 。 可 见 绝对 温度 是 不 能 等 于 零 的 , 这 
就 是 热力 学 第 三 定律 的 物理 本 质 。 此 外 , 由 于 8 不 等 于 零 , 绝 对 温度 
T 还 必须 是 一 个 有 限 的 数值 。 

关于 质量 的 凝聚 :按照 常 微分 方程 稳定 性 理论 , 对 给 定 的 x。 和 
A ,6-56 和 6-79 代表 相 轨 线 。 定 义 质量 以 后 , 当 上 一 co 时 ,从 相 轨 线 
的 走 癌 可 以 决定 质量 的 聚 散 。 处 于 渐 近 稳定 域内 的 相 轨 线 将 汇聚 到 
一 起 。 如 果 渐 近 稳 定 域内 有 一 个 平衡 点 , 相 轨 线 将 向 这 一 点 汇聚 , 质 
量 凝 聚 形成 恒星 ,行星 卫星 或 质子 电子。 如 果 渐 近 稳定 域内 有 一 条 
奇异 闭 轨 线 , 相 轨 线 将 汇聚 成 一 个 极限 圈 , 形成 土星 、 木 星 、 天 王 星光 
环 或 小 行星 带 ;处 于 不 稳定 域内 的 相 轨 线 将 互相 远离 ,如 同 忽 状 星云 
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一 样 发 生 爆 炸 后 物质 被 抛 出 ; 处 于 稳定 但 非 渐 近 稳定 域内 的 相 轨 线 
将 既 不 汇聚 也 不 远离 , 形成 较为 稳定 的 星云 , 这 或 许 就 是 顽 星 ; 如果 
在 稳定 但 非 渐进 稳定 域内 的 质量 密度 较 高 ,就 可 以 形成 变星 。 由 此 可 
以 推断 , 地 球 与 太阳 系 内 任何 质量 较 大 的 小 行星 都 不 可 能 发 生 碰撞 ， 
因为 当初 它们 之 所 以 凝聚 成 不 同 的 星体 就 是 因为 它们 处 在 不 同 的 渐 
近 稳 定 域 内 , 它们 的 相 轨 线 在 有 限时 间 内 决 不 会 相交 。 可 见 , 研究 解 
6-56 和 6-79 的 稳定 性 和 渐 近 稳定 性 是 非常 重要 的 。 如 果 取 平衡 点 为 
坐标 原点 , 建立 一 个 相对 坐标 , 凝聚 之 前 的 质量 相对 于 坐标 原点 快速 
运动 , 而 凝聚 之 后 质量 块 相 对 于 坐标 原点 趋 于 静止 ,根据 能 量 守 便 原 
理 ,动能 将 变 为 热能 释放 出 来 , 所 以 凝聚 过 程 伴随 温度 变化 。 除 此 之 
外 , 当 恒星 从 奇 点 处 生成 的 时 候 , 奇 点 附近 的 统计 温度 是 非常 高 的 ， 
温度 高 到 一 定 程度 , 正在 凝聚 的 质量 块 成 为 粘 稠 的 液态 .如 果 在 这 个 
时 候 有 一 颗 陨石 击 中 该 质量 块 , 而 且 在 该 陨石 引起 的 液态 质量 的 运 
动 停止 之 前 整个 质量 块 迅速 冷却 了 , 陨石 击 中 的 地 方 就 会 形成 一 座 
环形 山 , 从 一 滴水 落 入 水 面 的 慢 镜头 我 们 可 以 类 推 得 知 环形 山 的 中 
央 还 可 能 会 有 一 个 突 匹 的 山峰 。 

关于 黑洞 :所 谓 恒星 引力 场 缩 形成 黑洞 的 说 法 是 不 成 立 的 。 道 理 
很 简单 :在 更 或 三 形成 的 初期 ,质量 是 空间 坐标 的 可 微 函数 , 因此 质 
量 呈 弥 视 星云 状 分 布 ,。 从 常 微分 方程 组 的 稳定 性 理论 我 们 知道 : 随 着 
弧 长 时 间 的 增加 ,除了 不 稳定 区 域 的 质量 被 抛 出 , 以 及 稳定 但 非 渐 近 
稳定 区 域 的 质量 继续 保持 弥漫 星云 状 分 布 外 , 渐 近 稳定 区 域 的 质量 
趋向 一 点 而 形成 黑洞 需要 无 穷 大 的 时 间 , 因而 是 不 可 能 的 ,引力 击 缩 
理论 的 错误 在 于 它 假 设 Newton 万 有 引 力 定 律 在任 何 情況 下 成立 , 事 
实 上 , 在 一 定 条 件 下 无 论 是 恒星 系 还 是 原子 都 会 发 生 相 变 , 例如 从 气 
态 变 为 固态 。 此 时 Newton 引力 定律 不 再 成 立 , 代 之 成 立 的 是 Hooke 
定律 ,质量 的 凝聚 变 得 非常 缓慢 。 因 此 , 黑洞 只 能 是 第 十 六 章 给 出 的 
赤 洞 解 。 第 一 类 黑洞 解 在 黑洞 中 心 的 奇 点 以 外 的 地 方 是 调和 的 , 按照 
我 们 给 电场 和 磁场 下 的 定义 , 调和 解 在 解析 域 上 既 没 有 电场 也 没有 
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磁场 ,但 是 第 一 类 黑洞 有 一 个 力 场 ,这 只 要 在 解析 域 上 对 d@ 求 协 变 
导数 就 可 得 到 。 第 二 类 黑洞 可 以 既 有 力 场 又 有 磁场 或 电场 。 

关于 哈 勃 红 移 : 无 论 是 在 绕 流 解 还 是 在 黑洞 解 里 , 量子 和 涡 子 在 
群 表示 的 作用 下 不 断 被 剥离 出 来 , 但 是 黑洞 的 奇 点 或 绕 流 解 的 90 
附近 的 能 量 盈 气 值 是 一 定 的 , 源源 不 断 新 产生 的 量子 和 涡 子 超过 了 
满足 能 量 守恒 所 必须 的 数量 , 于 是 量子 和 涡 子 以 随机 运动 的 形式 扩 
散 , 互相 远离 , 从 而 产生 哈 勃 观测 到 的 红 移 。 

关于 相 变 :在 第 十 四 章 中 求解 A 算 子 的 特征 方程 时 仅仅 引用 了 
气 液 固 三 种 态 的 解 。 我 们 知道 在 R? 中 可 能 得 到 的 量子 的 态 是 非常 
多 的 。 可 以 肯定 , 超 导 、 超 流动 是 不 同 的 态 , 冶金 学 里 的 奥 氏 体 和 马 氏 
体 也 是 不 同 的 态 , 记忆 合金 恢复 记忆 是 相 变 。 显 然 , 研究 不 同 的 态 之 
间 的 相 变 映射 及 其 发 生 的 条 件 具 有 巨大 的 经 济 意义 , 因为 它 会 带 给 
我 们 大 量 的 新 材料 。 必 须 指出 , 本 书 提出 的 理论 并 不 限于 流体 , 对 固 
体 或 其 他 任何 态 上 发 生 的 物理 过 程 都 成 立 。 

关于 地 球 的 凝聚 :地 球 是 太阳 系 的 一 颗 行星 , 如 果 太 阳 系 从 生成 
到 现在 从 未 经 历 过 虹 变 或 聚变 , 那么 , 凝聚 后 的 地 球 应 该 是 一 个 整 
体 ,这 种 可 能 性 一 般 是 不 存在 的 。 事 实 上 太阳 系 必然 经 历 过 多 次 赔 变 
或 聚变 , 则 地 球 是 由 曾 属 于 不 同 原始 恒星 系 的 质量 块 组 成 , 这 些 质量 
块 的 相 轨 线 会 略 有 不 同 , 因此 块 与 块 之 间 会 有 相对 运动 , 我 们 在 地 球 
的 表面 观测 到 不 同 的 板块 就 是 由 于 这 个 原因 。 相 对 靠近 、 路 合 挤 压 的 
块 边界 上 , 地 壳 熔 化 火山 喷 发 .造山 运动 ;相对 远离 的 块 边界 上 , 地 
过 崩塌 ,发 生地 震 。 地 震 发 生 的 原因 是 质量 块 相对 远离 太 快 ,超过 地 
过 在 自重 下 塑性 变形 的 能 力 。 假 如 我 们 能 够 测算 出 地 球 每 一 点 的 相 
轨 线 ,将 不 同 的 质量 块 区 分 开 , 就 可 以 预报 地 震 。 如 果 火 山 喷发 不 能 
作为 地 心 是 由 炽热 岩浆 构成 的 根据 , 或 许 有 理由 认为 地 心 可 能 是 闵 
的 。Jules Verne 在 他 的 引人入胜 的 科学 幻想 小 说 (地 心 游记 》 中 曾 做 
过 类 似 地 阐述 。 

Newton 第 一 定律 :第 六 章 的 讨论 使 我 们 知道 , 欧 氏 空间 Rn 作为 
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一 个 平坦 流 形 它 的 Lie 代数 是 Abel 的 , G 的 结构 常数 Cx 三 0, 
,= 0, 因 此 R" 上 的 力 恒 为 0。R” 的 切 空间 由 元 张 成 


0 .9 

er 一 0 (25-4) 
a(R" ) 上 的 任何 矢量 X 可 以 写 为 

We 了 隆二 (25-5) 
X(f) = 0 的 特征 线 方程 为 

ee (25-6) 
这 个 公式 表明 运动 是 匀速 的 ,积分 可 得 

T=attr j= 1,2,.…,m (25-7) 


这 是 R” 中 的 直线 。 于 是 我 们 得 到 结论 :没有 力作 用 的 运动 是 匀速 直 
线 运动 。 这 正 是 Newton 第 一 定律 ,而 且 任 何 与 R” 同 构 的 流 形 的 速 
度 空间 oa(N) 的 对 易 子 必然 为 零 , N 与 R” 之 间 的 映射 是 线性 的 ， 
y= Air' ALER (25-8) 

这 里 y 是 N 上 的 局 部 坐标 。 

Newton 第 二 定律 :众所周知 , 物理 过 程 通常 发 生 在 一 个 弯曲 的 
流 形 上 , 这 给 物理 问题 的 求解 带 来 极 大 的 困难 。 本 书 提出 的 理论 在 求 
一 个 具体 物理 问题 的 全 部 解析 解 时 也 是 非常 繁复 的 。 历 史上 , 许多 数 
学 家 和 物理 学 家 都 曾 致力 于 把 一 个 弯曲 流 形 上 的 物理 问题 化 为 一 个 
等 价 的 欧 氏 空间 中 的 物理 问题 。 数 学 家 们 的 思路 是 寻找 一 个 映射 ,将 
一 个 弯曲 流 形 M" 嵌入 到 一 个 欧 氏 空间 尺 " 中 去 (n 之 m )。 这 样 的 思 
路 迄今 并 未 对 任意 物理 问题 找到 一 个 有 效 的 求解 方法 。 相 比 之 下 , 物 
理学 家 们 的 思路 较为 实用 有 效 ,其 主要 代表 就 是 Newton 第 二 定律 。 


9 
今 Z = pY 一 po Dr (25-9) 


我 们 有 LZ = L221] = (25-10) 
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任何 ZE T(M) 可 以 生成 单 参数 子 群 w ,对 于 可 积 流 形容 易 推 出 


人 
25-11) 
这 里 p 是 由 py 25-12) 
生成 的 单 参数 子 群 ,如 果 p 是 质量 密度 , YE 9(M) ,定义 
RF = [pI Tp (25-13) 
为 力 ,就 得 到 Newton 第 二 定律 
Se) ーp (25-14) 


值得 指出 的 是 Newton 第 二 定律 对 协 变 或 逆 变 基底 , 对 弯曲 或 是 
平坦 的 流 形 都 成 立 。 注 意 到 命题 9-4,Newton 第 二 定律 对 流 形 上 的 任 
意 阶 张 量 成 立 。 如 果 流 形 是 不 可 积 的 , 我 们 仍然 可 以 从 9-31 归并 定 
义 力 而 使 问题 得 以 简化 。 力 的 概念 是 为 了 解决 问题 的 实用 目的 而 定 
义 的 , 从 理论 研究 的 角度 看 是 不 可 取 的 , 因为 它 混淆 了 流 形 的 几何 性 
质 和 物理 性 质 。 


を 9 


今 Y= = Xa(M) pe Rn 
(25-15) 
7 = pw = pu;dz' eqg (M) (25-16) 
其 中 
< AX,w>=1 X=g(w) (25-17) 
因此 
く か Y マ >=1 L,Y = Lyn = 0 (25-18) 


1 1 
Lyn =0 = a ~ = 人 2x ガ 


= le Cu pv) az < > 
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_ ,dlpw) da - 28 | 
i 2 (25-19) 
我 们 可 以 把 Newton 第 二 定律 写 为 
d( ov, ) 证 和 9po 
人 F, = oul Po 3 (25-20) 


在 25-20 中 流 形 的 物理 性 质 与 几何 性 质 是 分 开 的 。 
我 们 还 可 以 进一步 把 25-20 在 Q 上 积分 
| d( pv ) = | I (oo うん (ovi )， の 


d7 の At 一 0 At 


| Cou, ra ~ (po,), Jdv 


= lim 


At—0 Az 
dl pd の 
= J = | Pdv (25-21) 
得 到 积分 形式 的 Newton 第 二 定律 
人 = (25-22) 


这 里 M 和 F 分 别 是 矢量 形式 的 动量 与 合力 。 

对 于 一 个 给 定 的 物理 问题 , 当 流 形 上 的 局 部 物理 定律 未 知 的 时 
候 , 可 以 把 Newton 第 二 定律 作为 局 部 物理 定律 ,这 个 定律 的 巧妙 之 
处 在 于 把 所 有 与 群 表 示 有 关 的 项 归并 定义 为 力 ,方程 的 左边 与 群 表 
示 无 关 。 如 果 我 们 能 够 用 另外 的 方法 得 到 流 形 上 任何 一 点 的 力 FF， 
9-15 或 9-31 的 右 端 成 为 已 知 量 , 左 端 与 结构 群 的 表示 无 关 , 我 们 把 
25-20 的 左 端 延 拓 到 整个 观测 空间 , 求解 动量 张 量变 为 欧 氏 空间 中 
的 问题 。 可 以 有 两 种 方法 得 到 力 :其 一 是 用 实验 测量 ;其 二 是 采用 经 
验 公 式 , 例如 Newton 应 力 公式 和 Reynolds 应 力 公式 ,从 前 者 导出 了 
Navier-Stokes 方程 ,从 后 者 导出 了 Reynolds 方程 。 

到 目前 为 止 ,我 们 并 没有 指明 物理 问题 的 态 ,因此 25-20 可以 用 
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于 任何 态 的 物理 问题 ,如 果 定 义 压力 p 是 p 的 单 值 范 数 ,假定 。 所 代 
表 的 质量 满足 状态 方程 
] fp,p) = 0 (25-23) 
00 0 Dp. (25-24) 
dr dp dr 
这 样 得 到 的 方程 限于 25-23 所 确定 的 态 。 

在 应 用 本 书 的 理论 求解 一 个 物理 问题 的 时 候 , 我 们 仅仅 求 出 了 
一 个 p 阶 反对 称 张 量 ,按照 第 四 章 的 命题 ,一 个 物理 问题 的 一 般 解 是 
一 个 张 量 级 数 , 其 中 的 每 一 个 张 量 一 般 地 不 是 反对 称 的 ,因此 我 们 还 
没有 完成 任务 。 事 实 上 , 在 第 十 五 章 的 边界 条 件 反 演 中 我 们 得 到 了 流 
形 上 的 一 个 ヵ 形式 , 利用 第 十 章 的 方法 可 以 求 出 流 形 的 联络 系数 
ye 把 陸 第 系 数 代入 25-20 可 以 得 到 一 个 常 微分 方程 组 , 积分 这 个 
end dota hi dn 这 
样 我 们 就 最 终 求 出 了 物理 问题 的 全 部 解 。 

Pauli 不 相 容 原理 : 在 第 二 十 一 章 中 我 伯 叙 述 了 Pauli 不 相 容 原 
理 和 Pauli 选 择 定 则 。Pauli 不 相 容 原理 在 化 学 中 的 本 来 意义 是 原子 中 
不 会 有 两 个 电子 处 于 同一 条 轨道 上 , 因此 Pauli 不 相 容 原理 不 是 第 二 
十 一 章 中 所 叙述 的 Pauli 选择 定 则 。 

关于 流体 力学 中 的 绕 流 问 题 :本 书 提出 的 理论 可 以 用 于 求解 流 
体力 学 中 的 任何 绕 流 问题 ,具体 求解 过 程 仍然 是 及 其 烦 元 的 , 在 这 里 
我 们 仅仅 指出 流 场 中 的 流 线 其 实 就 是 第 六 章 里 解 出 的 特征 线 。 

关于 湾流 的 失 稳 :著名 的 Reynolds 实验 和 同心 圆 管 之 间 的 流动 
实验 向 我 们 充分 展示 了 满 流 的 失 稳 过 程 , 这 个 过 程 说 明 当 我 们 连续 
改变 来 流 或 边界 条 件 中 的 某 些 参数 时 , 得 到 的 解 的 变化 可 以 是 不 连 
续 的 事实 上 , 当 我 们 用 边界 条 件 反 演 求解 一 个 绕 流 问 题 的 时 候 , 边 
界 条 件 中 的 一 些 参数 , 例如 : 绕 流 物体 的 尺寸 %、 来 流 的 速度 w 等 就 
会 进入 我 们 的 解 。 当 这 些 参数 在 某 些 范围 内 变化 时 , 解 的 特征 线 , 也 
就 是 流 场 的 流 线 会 随 之 连续 变化 。 但 是 当 这 些 参数 或 这 些 参 数 的 某 
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个 组 合 达到 临界 值 时 , 特征 线 或 流 线 发 生 跳跃 变化 , 出 现 失 稳 。 我 们 
有 现成 的 数学 工具 来 研究 这 种 失 稳 现象 , 那 就 是 常 微分 方程 组 解 的 
分 岔 理论 二。 对 这 一 课题 本 书 不 进行 深入 研究 。 

关于 闪电 的 生成 :闪电 生成 的 机 理 一 直 是 困扰 物理 学 家 的 一 个 
问题 ,气体 的 流动 是 有 质量 场 , 从 第 二 十 四 章 的 叙述 我 们 可 以 知道 ， 
剧烈 对 流 的 雷雨 云 是 一 个 可 积 流 形 M, 从 M 自然 会 产生 复 流 形 Q， 
Q 具有 电场 和 磁场 , 空气 被 电场 的 高 压 击 穿 就 是 闪电 。 

关于 太阳 系 的 水 内 行星 :每 当 发 生日 全 食 的 时 候 , 天 文学 家 们 总 
是 试图 观测 到 可 能 存在 于 水 星 轨道 以 内 的 行星 。 我 们 知道 周期 出 现 
的 太阳 黑子 的 温度 大 大 低 于 太阳 表面 的 温度 , 可 见 黑 子 是 正在 凝聚 
冷却 的 质量 , 因此 黑子 就 是 水 内 行星 及 其 卫星 , 只 不 过 这 些 行星 和 卫 
星 还 未 凝聚 为 较为 确定 的 形状 而 已 。 鉴 于 太阳 系 对 于 人 类 是 极端 重 
要 的 , 准确 确定 太阳 系 的 各 个 量子 数 具 有 无 庸 置疑 的 紧迫 性 。 得 到 这 
些 量子 数 以 后 ,我们 就 可 以 找到 太阳 系 内 所 有 的 天 体 , 可 以 准确 计算 
每 一 个 天 体 的 轨道 , 甚至 可 以 计算 出 一 个 天 体 , 如 地 球 , 上 任何 一 点 
的 相 轨 线 。 

关于 恒星 的 演化 :恒星 及 其 行星 的 运动 具有 周期 性 , 因此 恒星 是 
量子 。 按 照 我 们 的 理论 , 恒星 在 凝聚 的 过 程 中 质量 密度 单调 增 大 , 因 
此 红 巨 星 是 最 年 轻 的 恒星 阶段 , 其 次 是 主 序 星 ,白矮星 .和 中 子 星 。 

关于 银河 系 的 本 质 :我 们 有 三 种 不 同 的 解 , 它们 是 解析 的 绕 流 
解 、 涡 子 和 量子 以 及 奇异 的 黑洞 解 。 那 么 银河 系 究竟 属于 哪 一 类 呢 ? 
在 做 绕 流 实验 时 我 们 观察 到 , 上 游 来 流 总 是 把 涡 子 和 量子 带 到 绕 流 
物体 的 下 游 , 因此 量子 和 涡 子 呈 顽 发 状 分 布 。 黑 洞 解 不 涉及 上 游 来 
流 , 所 以 量子 和 涡 子 不 会 旦 茵 发 状 分 布 .银河 系 以 及 其 他 星系 之 中 的 
质量 都 是 呈 有 规律 的 圆 球 、 圆 盘 或 旋涡 状 分 布 ,因此 星系 肯定 不 是 绕 
流 解 ,银河 系 肯 定 不 是 第 一 类 黑洞 , 因为 第 一 类 黑洞 最 多 只 能 释放 出 
既 没有 磁场 又 没有 电场 的 量子 , 而 我 们 知道 太阳 系 的 各 个 星体 都 或 
多 或 少 带 有 磁场 。 如 果 星 系 是 第 二 类 黑洞 , 当 黑 洞 解 的 展开 式 16-19 
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中 的 点 在 2 和 9? 方向 的 势 不 为 零 的 时 候 , 物理 场 确 实 呈 旋涡 状 , 奇 
点 释放 出 的 量子 也 将 呈 旋 涡 状 分 布 。 如 果 星系 的 中 心 是 解析 的 ,那么 
星系 是 一 个 巨大 的 量子 , 当量 子 数 取 不 同 的 值 时 ,星系 中 的 人 恒星 分 布 
作为 量子 的 质量 分 布 也 可 以 呈现 旋涡 状 。 但 是 , 一 个 解析 的 量子 竟然 
会 有 上 干 亿 个 渐进 稳定 域 , 凝聚 出 上 干 亿 颗 恒星 , 这 是 不 可 想象 的 ， 
所 以 这 个 可 能 性 基本 上 可 以 被 否定 。 如 果 银 河 系 中 心 能 够 不 断 产生 
新 恒星 , 银河 系 就 是 第 二 类 黑洞 解 , 这 有 待 观 测 证 实 。 

旋涡 星系 的 旋 臂 之 谜 :按照 Newton 万 有 引力 定律 ,星系 的 引力 
是 指向 星系 中 心 的 ,向 心 的 引力 不 可 能 维持 星系 旋 臂 的 稳定 。 在 第 十 
四 章 的 求解 过 程 中 我 们 假定 U(2) 和 U(9) 均 可 不 为 0, 由 于 0 或 p 
方向 的 势 出 现在 方程 中 , 星系 的 力 场 不 再 是 向 心 的 Newton 万 有 引 
力 , 这 样 的 解 将 具有 旋涡 结构 。 

关于 原子 黑洞 :如 果 产 生 人 恒星 的 黑洞 解 是 银河 系 的 话 , 必然 也 应 
该 有 产生 原子 的 黑洞 解 , 而 且 原 子 黑洞 应 该 大 量 存在 , 经 常 被 观测 到 
才 对 。 用 银河 系 的 直径 除 以 太阳 系 的 直径 (10 万 光 年 /60 亿 km), 再 
乘 以 原子 的 直径 (10“m), 可 以 估算 原子 黑洞 的 可 观测 直径 平均 在 
15mm 左右 。 如 果 其 中 一 些 原子 黑洞 甚大 于 15mm, 上 是 与 地 球 的 相对 
速度 不 大 , 就 应 该 可 以 被 观测 到 , 因为 黑洞 中 心 产生 的 量子 数 很 大 的 
原子 会 迅速 裂变 , 释放 出 很 大 的 能 量 来 , 或 许 人 们 观测 到 的 UFO 就 
是 正在 穿 过 地 球 大 气 层 的 原子 黑洞 ,球状 闪电 似乎 也 是 某 种 黑洞 。 黑 
洞 的 中 心 不 遵 从 能 量 和 质量 守恒 , 如 同一 个 能 量 和 质量 发 生 器 一 样 ， 
假如 我 们 能 够 控制 原子 黑洞 的 运动 , 使 之 与 地 球 的 运动 同步 , 就 像 同 
步 卫星 一 样 , 那 我 们 就 获得 了 用 之 不 竭 的 能 源 。 显 而 易 见 的 是 , 如果 
把 原子 黑洞 放 在 一 个 一 端 开口 的 容器 内 , 就 成 为 一 个 永远 工作 的 火 
箭 发 动机 。 假 如 能 够 用 力 场 或 磁场 控制 黑洞 的 运动 , 用 这 种 发 动机 驱 
动 的 宇宙 飞船 将 可 以 到 达 任 何 目的 地 。 即 便 不 能 控制 原子 黑洞 , 我 们 
仍然 可 能 制造 一 种 宇宙 飞船 , 这 种 飞船 的 运行 依靠 不 断 地 捕获 能 产 
生 足 够 能 量 的 、 运 动 方向 与 我 们 的 目标 方向 大 致 相同 的 原子 黑洞 . 具 
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体 做 法 是 : 当 遇 到 一 个 新 的 原子 黑洞 ,将 新 黑洞 的 运动 方向 与 已 有 黑 
洞 的 运动 方向 比较 , 如 果 新 黑洞 的 轨迹 比 已 有 黑洞 的 轨迹 更 接近 目 
的 地 , 则 放弃 已 有 黑洞 捕获 新 的 黑洞 。 

关于 化 学 键 :在 化 学 里 , 人 们 称 化 合 物 中 把 原子 结合 在 一 起 的 力 
为 化 学 键 ,按照 已 有 的 化 学 理论 , 化 学 键 有 离子 键 、 共 价 键 和 金属 键 
二 种 ,其 主要 论点 是 当 电 子 得 失 时 出 现 的 库仑 力 形成 化 学 键 。 但 是 这 
个 理论 无 法 解释 为 何 会 存在 稳定 电子 层 , 也 没有 看 到 有 人 计算 过 库 
仑 力 是 否 足 以 维系 化 学 键 的 稳定 , 更 无 法 解释 相距 很 近 的 核 内 质子 
和 中 子 是 如 何 稳定 地 联系 在 一 起 。 我 们 对 于 这 个 问题 的 解释 是 简单 
而 明确 的 :能 够 支撑 一 个 不 可 约 表示 的 N 维 线性 函数 空间 将 构成 稳 
定 的 电子 层 ,这 个 层 中 的 电子 将 在 一 起 运动 , 而 那些 不 能 支撑 不 可 约 
表示 的 电子 才 是 依靠 库仑 力 维系 在 一 起 。 无 疑 , 这样 的 电子 是 很 不 稳 
定 的 ,它们 要 么 离开 原子 ,要 么 俘获 电子 构成 稳定 电子 层 。 质 子 也 是 
靠 它们 所 支撑 的 不 可 约 表 示 而 维系 在 一 起 构成 稳定 结构 , 无 须 考虑 
质子 之 间作 用 的 力 的 大 小 和 性 质 。 

宇宙 是 有 限 还 是 无 限 : 如 果 宇 宙 是 有 限 的 , 就 可 以 用 球 Bessel 函 
数 来 求解 径 向 方程 ,注意 到 宇宙 中 的 原子 和 便 星 都 有 非 零 的 力 场 , 可 
见 都 是 用 Schredinger 方程 特征 解 来 求解 径 向 方程 的 , 由 此 我 们 可 以 
肯定 宇宙 是 无 限 的 。 

关于 不 同 的 时 空 结构 :按照 我 们 的 定义 , 不 同 构 的 流 形 上 作用 着 
不 同 构 的 Lie 群 。Einstain 相对 论 时 空 、 Newton 时 空 与 Lorentz 时 空 的 
本 质 不 同 在 于 它们 上 面 作 用 的 结构 群 不 同 构 , 硬 要 把 其 中 一 种 时 空 
作为 男 一 种 时 空 的 特例 是 错误 的 。 

流 形 上 的 特征 曲面 和 激 波 :众所周知 ， 在 空气 动力 学 中 的 一 种 常 
见 的 物理 问题 是 求解 跨 音速 流动 , 跨 音 速 流 场 可 以 分 为 超 音速 .音速 
和 亚 音速 三 部 分 , 超 音 速 区 域 和 亚 音速 区 域 通常 以 激 波 为 界 . 激 波 这 
种 物理 现象 是 如 何 形成 的 呢 ? 

现在 讨论 一 个 m 维 流 形 M 上 的 绕 流 问 题 , 如 果 给 定 一 个 恰当 的 
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pp 一 1 链 9C, 及 其 9C 上 的 边界 条 件 ,我 们 可 以 通过 反 演 得 到 p 形式 
7o 返 用 算 子 * 和 d 以 及 外 积 可 以 得 到 M 上 的 2 形式 


7= gkdz 人 dz (25-25) 
用 度 规 张 量 对 ヵ 作 升 指标 运算 后 得 到 2 矢量 

Ka 元; A 去 (25-26) 
按照 我 们 的 定义 , 张 量 就 是 微分 方程 ,因此 上 式 可 以 写作 

X(W) = Nd ーー 7 = 0 (25-27) 


这 个 方程 可 以 看 作 是 某 个 二 阶 偏 微分 方程 的 特征 面 方程 由 于 任何 
非 线 性 物理 定律 可 以 展开 为 张 量 定律 ,我 们 

定义 25-1:25-27 为 流 形 的 特征 曲面 方程 。 

根据 A = det[a”(x)] 在 每 一 点 x 的 值 ,我 们 可 以 描述 流 形 上 点 
的 性 质 :A < 0 的 点 为 椭圆 点 ;A = 0 的 点 为 抛物 点 ;A > 0 的 点 为 双 
曲 点 。 如 果 某 个 区 域 上 所 有 的 点 都 是 椭圆 的 , 就 说 这 个 区 域 为 椭圆 
域 .类 似 地 可 以 定义 抛物 域 和 双 曲 域 , 称 满足 


2 0 (25-28) 
) ,大 三 1 
的 矢 量 
A = (4」。A2。 …。A。 ) (25-29) 


为 特征 曲面 的 法 线 矢 量 。 显 然 , 如 果 一 个 曲面 上 任何 点 的 法 线 矢 量 等 
于 4, 那 么 这 个 曲面 就 是 特征 曲面 。 按 照 偏 微分 方程 理论 , 在 穿 过 实 
特征 曲面 的 时 候 偏 微分 方程 的 解 是 弱 间 断 的 , 也 就 是 说 方程 的 解 只 
有 连续 的 一 阶 导数 , 其 二 阶 导数 不 连续 ,如 果 区 域 0 是 椭圆 的 , 则 4 
是 复数 域 上 的 矢量 , 流 形 上 并 没有 实际 存在 的 特征 曲面 , 解 在 Q 上 
的 二 阶 导 数 连 续 。 如 果 区 域 Q 是 双 曲 的 , 则 4 是 实数 域 上 的 矢量 , 流 
形 上 实际 存在 特征 曲面 . 解 在 双 曲 域 上 点 点 弱 间 断 。 文 献 [19] 提出 
流 场 中 的 弱 间 断 可 以 汇聚 成 为 强 间断 , 并 且 把 这 个 观点 成 功 地 应 用 
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于 跨 音 速 流 场 数值 计算 中 的 激 波 捕 提 上 。 这 提示 我 们 激 波 是 由 特征 
曲面 汇聚 而 成 , 所 以 激 波 应 该 是 特征 曲面 的 包 络 面 。 假 定 我 们 已 经 求 
出 25-27 决定 的 特征 曲面 族 

gz xz Try) = (25-30) 
其 中 A 是 特征 曲面 族 的 实 参数 。 在 数学 分 析 里 我 们 已 经 熟知 , 从 方程 
组 

g(zizz zip) = 0 
RE -0 (25-31) 
dp 
中 消去 g 就 得 到 特征 曲面 的 包 络 面 , 因而 就 得 到 了 激 波 。 
值得 指出 的 是 ,本 章 提出 的 求解 特征 曲面 和 激 波 的 方法 适用 于 

任何 2 阶 张 量 , 而 决 不 仅仅 是 2 形式 。 用 数值 方法 求解 25-28 和 25-31 
不 会 很 困难 。 
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理论 上 , 一 个 流 形 上 给 定 的 物理 问题 有 可 能 直接 求解 。 我 们 知道 
紧 黎 曼 流 形 可 以 用 有 限 个 开 域 覆盖 , 如 果 每 个 开 域 上 的 物理 定律 ( 微 
分 方程 ) 已 知 , 直接 积分 并 使 之 满足 开 域 之 间 的 衔接 条 件 和 边界 条 
件 就 解 出 了 物理 问题 ,特别 地 , 如 果 流 形 是 欧 氏 的 ,用 一 个 坐标 系 可 
以 覆盖 整个 流 形 ,问题 就 简化 为 求解 一 个 微分 方程 。 第 十 二 章 给 出 的 
基本 方程 和 第 二 十 五 章 给 出 的 Newton 第 二 定律 都 可 以 作为 局 部 物 
理 定律 ,但 是 这 两 个 方程 的 右 端 项 通常 是 未 知 的 , 无 法 直接 求解 , 我 
们 只 aati ne es 
整 的 物理 问题 的 解 题 思路 : 设 在 M” 上 给 定 一 个 恰当 的 p -1 链 3C， 
0< pp 三 m, 和 39C 上 的 一 个 已 知 薄 数 3(x' ,x ,…,zx”), 我 们 把 5 
展开 为 Tailor 级 数 


z(z) = 3(z0) + 3 da + 让 dd +… (26-1) 
把 展开 式 中 的 p 阶 项 
1 apz 
ey em 


反对 称 化 并 且 用 3 作用 之 ,就 得 到 定义 在 3C 上 的 p -1 形式 8m; 类 
似 地 ,把 p -1、p -2 和 m -p+1 阶 项 分 别 反 对 称 化 并 且 用 适当 的 
算 子 作 用 之 可 以 得 到 定义 在 93C 上 的 p -1 形式 7。、d ヵ 。 和 * wo 我 们 
从 反对 称 的 微分 形式 着 手 解决 问题 的 目的 之 一 是 求 出 流 形 的 联络 系 
数 , 有 了 联络 系数 就 可 以 用 Newton 第 二 定律 把 非 对 称 的 边界 条 件 拓 
展 到 p 链 C 上 去 。 最 常见 的 绕 流 问题 是 直接 以 实验 数据 的 形式 给 出 
的 ,定义 在 一 个 m -1 链 00 上 的 m -1 形式 有些 特 殊 的 物理 问题 
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给 定 的 是 22 上 的 一 组 已 知 图 数 。 例 如 ,在 3 维 流 形 的 域 2 的 边界 99 
上 给 定 动量 分 布 
pV ln = (ou, pv, の vo ) (26-3) 
pu sw 为 xy\z 的 已 知 函 数 。 此 时 我 们 的 问题 是 把 函数 组 
(pu, pv, pv ) 拓展 到 整个 流 形 上 去 , 采用 协 变 基底 还 是 逆 变 基底 是 
无 关 蛇 要 的 。 考 虑 到 26-3 是 定义 在 2- 链 30 上 ,直接 令 2 形式 
7 三 ozdy 八 dz+ ナ podz Adr+pwdr 人 dy (26-4) 

为 390 上 的 辺 界 条件 即 可 。 

以 上 边界 条 件 一 般 应 该 在 一 个 坐标 系 中 给 出 , 特别 是 直接 以 实 

验 数 据 的 形式 给 出 的 边界 条 件 , 如 果 采 用 两 个 以 上 坐标 系 定义 边界 

条 件 很 难保 证 可 观测 性 公理 成 立 。 确 定 边界 条 件 以 后 , 我 们 可 以 : 

1 . 选择 适当 态 的 多 进行 边界 条 件 反 演 , 求 出 T" (M) 上 的 微 
分 ヵ 形 式 ヵ 。 

.7 就 是 M" 的 任何 开 域 上 的 物理 定律 , = dx (7 人 A * 7) 是 
T (M) 上 的 1 形式 。 

男 . 求 出 w 的 积分 因子 就 可 以 积分 得 到 流 形 函 数 、 质 量 密度 。 
及 9 = wlp € 9'(M)。 

IV'. 求 出 作用 在 ga" (AM) 上 的 茜 表 示 zx ”及 其 映射 已 :9 (0) 

> 9g (M)。 

. 生成 g(M) 和 9 (M)。 

. 计算 出 层 流 解 的 所 有 几何 性 质 。 

. 解 出 激 波 。 

. 利用 分 岔 理论 研究 层 流 解 的 失 稳 现 象 。 

. 步骤 工 的 反 演 仅仅 是 把 边界 条 件 的 反对 称 部 分 从 2C 拓展 
到 C 上 , 有 了 步骤 V. 求 出 的 联络 系数 , 就 可 以 利用 
Newton 第 二 定律 把 非 对 称 的 边界 条 件 拓展 到 C 上 去 。 

X. 求 出 可 以 脱离 2C 运动 的 量子 和 涡 子 。 

Al . 利用 运动 稳定 性 理论 和 极限 集 讨论 量子 和 涡 子 凝聚 后 的 形 
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太 


名 . 讨论 量子 和 涡 子 的 统计 特性 。 
XE. 计算 出 量子 和 涡 子 在 凝聚 前 后 的 所 有 几何 性 质 。 
XIV. 推导 原子 结构 。 
XV . 用 群 表示 论 的 方法 研究 量子 和 涡 子 的 聚变 反应 和 赔 变 反 
应 、 化 合 反 应 和 分 解 反 应 、 漂 灭 反 应 以 及 第 二 十 一 章 中 定 
义 的 与 某 个 张 量 算 子 有 关 的 反应 。 
X WI. 利用 正 交 函数 之 间 的 映射 关系 研究 相 变 。 
XM. 利用 Newton 第 二 定律 研究 层 流 解 和 涡 子 上 的 质量 、 力 、 速 
度 、 加 速度 等 物理 量 的 分 布 ,以 上 程序 可 以 用 于 求解 任何 
物理 问题 。 至 于 黑洞 问题 的 求解 ,除了 边界 条 件 反 演 略 有 
不同 外 , 其 余 相同 。 
到 目前 为 止 ,我 们 已 经 把 任何 一 个 物理 问题 量子 化 了 。 量 子 化 不 
仅 在 求解 物理 问题 时 具有 重大 实用 价值 , 而 且 在 人 类 探寻 科学 真理 
的 努力 中 具有 无 与 伦比 的 理论 价值 。 众 所 周知 , 我 们 可 以 把 自然 定律 
分 为 高 级 的 和 低级 的 。 从 高 级 定律 可 以 推导 出 低级 定律 , 例如 , 从 
Newton 第 二 定律 可 以 推导 出 自由 落体 定律 。 反 之 , 从 低级 定律 到 高 
级 定律 一 般 没 有 一 条 逻辑 通路 。 许 多 优秀 的 前 辈 科学 家 都 曾 为 此 苦 
恼 ,认为 从 低级 真理 得 到 高 级 真理 的 唯一 办 法 是 实 思 苦 想 和 灵感 ,这 
样 的 回答 很 难 令 人 满意 , 因为 灵感 不 是 经 常 有 的 , 冥 思 苦 想 可以 是 牽 
无 结果 的 。 我 们 发 现 从 低级 真理 到 高 级 真理 并 非 完全 无 路 可 寻 , 至 少 
有 一 条 路 是 可 行 的 , 那 就 是 数学 归纳 法 。 数 学 归纳 法 的 基本 原理 是 ， 
设 有 某 个 待 证 的 与 自然 数列 有 关 的 自然 定律 可 以 表示 为 数论 函数 
P(N)=0 N = 1,2,… (26-5) 
已 知 
る (1) = 0 (26-6) 
成 立 。 假 设 
の ( ヵ ) =0 n 是 正 整数 (26-7) 
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如 果 能 从 26-7 推出 
G(z+l)=0 (26-8) 

则 26-5 对 任意 自然 数 N 成 立 。 可 见 ,用 数学 归纳 法 可 以 从 26-6 成立 
推出 26-5 成 立 , 或 者 说 从 个 体 的 成 立 推导 出 整体 的 成 立 , 也 就 是 说 
从 低级 定律 推出 了 高 级 定律 。 我 们 说 26-5 是 高 级 定律 不 仅仅 因为 它 
是 整体 的 如果 N と [0, co ), 通过 极限 运算 令 N -> co, 往往 可 以 得 
出 过 然 不 同 的 、 更 高 级 的 自然 定律 来 ,迄今 为 止 , 这 是 我 们 所 看 到 的 
从 低级 真理 到 高 级 真理 唯一 的 逻辑 通路 , 而 这 唯一 的 通路 完全 依赖 
于 物理 定律 可 以 量子 化 为 26-5 的 形式 ,换言之 , 为 了 从 低级 定律 得 
到 高 级 定律 , 必须 首先 把 问题 量子 化 。 由 此 可 见 量子 化 对 科学 真理 的 
探寻 是 何等 重要 。 可 以 这 样 说 , 只 有 量子 化 的 自然 定律 才 是 完美 的 。 
因为 只 有 这 样 的 定律 才 可 能 在 数学 力量 的 推动 下 从 低级 走向 高 级 。 
-可 以 预言 ,发 现 完美 的 科学 定律 的 有 力 工具 将 是 数学 归纳 法 和 数论 ， 
而 量子 化 是 打开 自然 规律 宝库 之 门 的 钥匙 。 

从 A 算 子 特征 值 的 求解 过 程 可 以 看 出 ,任何 特征 值 必 为 代数 数 。 
我 们 很 自然 地 想到 是 否 有 反 命题 成 立 ? 要 证 明 这 个 命题 是 不 容易 的 ， 
我 们 只 能 把 它 作 为 一 个 猜想 写 在 这 里 . 

猜想 : 任 给 + と R,4 是 算 子 A" 的 特征 值 的 充分 必要 条 件 是 .4 
是 一 个 代数 数 。 

如 果 这 个 猜想 成 立 , 那么 数论 作为 数学 王冠 上 的 一 颗 明珠 就 首 
次 进入 了 物理 学 , 它 将 对 所 有 的 物理 学 分 支 起 指导 作用 , 因为 任何 物 
理 量 都 可 以 展开 为 A 算 子 的 特征 形式 的 级 数 。 而 且 数 轴 上 那些 超越 
数 将 具有 极其 重大 的 理论 价值 , 从 直觉 上 可 以 想到 超越 数 应 当 与 黑 
润 有 关 。 超 越 数 不 是 A 算 子 的 特征 值 , 就 像 是 数 轴 上 的 黑洞 一 样 。 或 
许 从 这 个 意义 上 可 以 说 “ 数 即 万 物 ”。 


附录 I 用 Sonine-Laguerre 多項式 求 
Schrodinger 方程 的 径 向 解 


Sonine-Laguerre 多項式 S? 的 标准 方程 2 是 
4 SS dS” _ ' 
er pe 生計 ( | -1) 


S5 的 正 交 关系 是 


に 


| ze "SS.dz = NG 0 (2) 


Sz 满足 递 推 公式 
(n+1)S:,,+(r-a—-2n-1)S+(n+a)S,!=0 
( 1 -3) 

I -3 两 端 分 别 乘 以 ze "Srzee “S* 和 ze S 并 在 [0, oo) 上 积 
分 得 到 准 正 交 关 系 
C, n= m+]l 
C, n= m CER 

3 n=m—-1l 
0 ”其 他 
类 似 地 ,在 -3 了 両端 分 別 乗 以 eS ze 9 Te *S’、 
re Se， 和 ze S 在 [0,co) 上 积分 并 且 考 虑 ] -4 可 得 


CD 


[和 ssid = (1-4) 
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Ci n=m+2 
し 。 7 一 m 十 1 
下 C。 n= m CER 
| Sr 計 (1 -5) 
4 7 =m 一 1 
Cs n=m-2 
0 其 他 
一 般 地 , S* 的 准 正 交 关系 是 
| が の de き Go。 で Cp (1-6) 
} 


1 Im-n|s8g 
本 8 为 零 或 正 整数 (I の 


0 | カー ヵ |> 8 
令 ぁ 满足 准 正 交 关 系 


Do 


jd s 人 6 0 ( 1 -8) 
如果 m= mn ,比较 TI-6 和 工 -8 可 得 
p= Sz (算计 (IL -9) 
$, 是 实 函 数 ,所 以 drjdr 宇 0。 微 分 1 -9 可 得 
d 上 a+ c= 1 “at エ 3 
十 PS ef) = SE) | 
+ すす (I-10) 
再 微分 一 次 
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a + rz Em i 
二 ーー 上 se 1 + Sze 


a (0 dS ws 。 
re se トー 


(e+ 8(g+ お -2)。。 ed dn 
1 4 Sr “e wh 


~ bose te) 


4r 
+ (a Ss (3 5 
トー Sr の 所 于 二) -二 人 3 
-Se + 
Ee 4 にょ 

SE 9 
ee (すき 
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| ot 2 dz Yk 
ー 和 5" ど だ 和 
3 
+ lo ety ( 工 -11) 
2 ァ dr と 


代入 径 回 方程 


d $, d$, 
U(r) - 5] =0 (上 -12) 


整理 之 ,使 得 打 半 的 系数 与 S 的 标准 方程 中 全 学 的 系数 一 样 ， 比 


较 宁 > 的 系数 得 
T_T 


_ 31.dz、」 1/dz、-」 ge が -」 1, 3,dr\ :dz 
Par, 六 7 2 + F(a イッ 
af+p. 1 1 ,dz dzr 2.dz、」 at+l-rz 

Pg は 

( 1 -13) 
化 简 可 得 
< 一 
5 = 二 人 (于 (1-14) 
2 
令 Ey =y 和 (1-15) 
代入 -14 得 
dy _ 1- 
Y= by (I -16) 
解 得 y= = a と に (上 -17) 
ァ テ dz = Adr (I-18) 
积分 得 
< ri=y+D (I -19) 
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由 于 z 与 > 都 定义 在 [0, co) 上， 
z=0 時 r=0 (1-20) 
Ee (I -21) 
= Ce C = と うー ム 。 の まあ ( 1 -22) 
比較 SI 的 系数 得 
2 
‘e+ Pet+p-2),. | Br (PE 
Ey 
1 dx、.。 ず ェ _ カ 
る 7 まま うに うと まま (1 -23) 


U(r = tA 2 ピー + (e+ の dE 


了 dr 
Ey a 
+ すえ Ey 
微分 1 -22 得 
CC Te 
お 9 a 1 Dz 


BT225 1 26、『 2 代入 『.24 


B)(a + 8B— 2) 


i 4 2 (g 十 
U(r) nu(B+1) [ (B+ 1 


(I -24) 


(I -25) 
(I -26) 


(I -27) 
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1 2 2 = 
+(a+ pg! Nr on A 
1 2 2 
+ (し ぅ (5+1 DF こう "(gt 
+ 2 2 
Ti の re - ET AM 
1 と 本 た 
+ [4(g+71) ] も (J -28) 
[ -28 可 以 写成 
U(r)= (zz +pr + or”) (I -29) 
其 中 
(B+ 1) 2 ，。 _ (a+ B)(a+ 8B- 2) 
人 
] 9 。 2 
“lat ri ー リ ] 
_ (8+ 1 2 
st 上 
1 2 2 
(エー (4 キー 
2 2 g 十 が 2 2 
ME デル + 一 5 (5+T) | 
c= ニー ナオ (1 -30) 
8 = 0 时 ， 
”一 (Cur) CE - 31 ) 
U(r) = た [- ェ +2(2m a+1) + 一 (o+ テー の)] 
(I -32) 
8 = 1 时, 
《1233) 


ズー Ar 
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U(r) = [ーー + 
(I -34) 
最 终 得 到 解 
$, = Ssre 3 (上 -35) 
6 Re je 
其 中 h ーー 2 4 


当 a 等于零 或 正 整数 时 , S: 可 以 化 为 缔 合 Laguerre 多項式 


Si(z) = T(z) (1 -36) 


rn < 0 时 ， 
L’,,(r) 和 0 (I -37) 
当 k 等 于 正 半 整数 时 , Ss 可 以 化 为 缔 合 Hermite 多 项 式 , 我 们 分 
两 种 情况 讨论 : 


如 果  。= カ ーー 其 中 四 是 偶数 ( 工 -38) 

Se) = Si = CD Hs/z) (1 -39) 
显然 , 当 # < 二 时 ， : 

$:(z) = (I -40) 

如 果 a= m+ 地 ”其 中 是 奇数 (I-41) 


(2) = Sz) = D2 fz) (1-42) 


nt 


显然 , 当 n < ター 时 ， 


Si(z) = 0 ( 1 -43) 
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当 。 等 王室 、 正 整数 或 正 半 整 数 時 , S* 具有 性 质 [ -37、T -40 和 
1 -43, 我 们 称 之 为 递 推 截 止 性 质 , 这 个 性 质 是 非常 有 用 的 。 
由 于 8 为 零 或 正 整数 , a 等 于 零 、 正 整数 或 正 半 整数 , 我 们 可 以 


确定 [ -36 中 ヵ 的 取 値 落 団 。 ヵ 一 般 地 可 以 是 h = n+ (テラ テハ 才 大 


二 ), 其 中 是 零 或 正 整数 ,对 不 同 的 a 和 pp 关于 + 具有 不 同 的 可 
微 性 ,这 取决 于 对 > 微分 的 时 候 会 不 会 出 现 + 的 负 祝 次 项 。 微 分 
1 -35 可 以 知道 ,直接 对 xx 微分 使 得 zx 的 徊 次 减少 最 快 ,所 以 给 定 a 
和 8, 如 果 存 在 正 整数 满足 

2a— (2k+1)(B+1)>0 ( | -44) 

2a - (2k+3)(B+1)<0 (I -45) 
成 立 , 则 多 是 & 阶 可 微 的 。$, 的 上 + 1 阶 微分 在 + = 0 奇 昇 , み 张 成 
ご 检测 函数 空间 ,在 某 些 情况 下 ,  - 35 干脆 就 是 奇异 的 。 


当 B = 0 时 ,对 xx 微分 使 得 z 的 改 次 減少 テ , 対 Ss 或 e 徹 分 


使 得 x 的 寡 次 增加 本 ,显然 , 只 要 h 是 正 整数 或 正 半 整数 , $, 就 是 
C" 的 。 此 时 a 为 正 半 整 数 。 

当 B = 1 时 ,对 zx" 微分 使 得 x 的 宕 次 减少 1, 对 Ss 或 e? 微分 
使 得 x 的 吞 次 不 变 。 显 然 ,只 要 h 是 正 整 数 , $ 就 是 C” 的 。 此 时 a 是 
奇数 。 

当 8 > 1 时 ,对 x" 微分 使 得 z 的 等 次 减少 ,对 Sr 或 3 微 
分 使 得 x 的 吞 次 减少 ,不 可 能 是 C” 的 。 如 果 物理 问题 是 C” 


的 ,只 有 CC” 的 6 才能 用 于 求解 ,对 于 -一 个 C' 的 物理 问题 , 所 有 
(™(k 宇 1) 的 $$ 均 可 用 于 求解 . 
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径 向 分 量 的 求解 


把 Schredinger 气态 解 的 势 代 入 14-15 得 
2 a 
Di rr Qn tat Dr t+ [0A,$, =0 


4 


p= 所 (1-1) 


kL 
从 缔 合 Laguerre 多 项 式 的 递 推 公 式 直 接 得 到 


1 
z + 1 


zg = (2 ヵ +1 一 。)%。 一 (n+ lat ha 


zh = (2n + 3— a)p,,, 一 0 +2—-a)$,,— (nt+t 1)* あ 
7 十 2 


ュー(2 ォ ー1- ge ューー( み ーg) を (な ー1 あ っ 
(I-2) 
代入 工 -1 式 可以 得 到 , 
うっ (2 十 本 本 二 Cp, + dP + の 2)A, =0 (HL-3) 


其 中 
| (n+l1-a)(n+2—-a) 
oe (n+ 1)(n + 2) 


[人 (24+ e+1) -2 +p)(2n+2- a)] エエ ュー 


1 十 1 


6。 


(T+p)[(2n+1-a) +(n+1)(n+1-a) 


+ nln-a)] -52n+t+atl)(2n+1- a) + 2 a 
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d。 = [地 (2x 人 2( + p)(2n — a)] n° 
= (+ (no 1 (I-4) 
当 交 <0 的 时 候 光 =0, 把 和 -2 代入 下 -3 可 以 展开 也 -1 
式 得 到 
(aog: + bogi + cogo) A 
+ (a + 2, + CP +dg) A 
+ (a2P + bp + csp, + dp +eg) A, 
下 
時 二 
(下 -S) 
还 可 以 写成 ; 
(eg td aA, + e。4。) po 
+ (boAo teiAl+d,A,+ eA,) 内 
+ (aoAo + の A + cA,+ dA; + e,A,) ず 。 
下 た 
人 ー 0 
( {{ -6) 
由 于 # 是 线性 无 关 的 函数 基底 , 所 以 
4) = 0 
(boAo + ciA +d,A,+ ee,A,) = 
(a Avot A + cA,+ dA, + ce,A,) =0 


t (a, > 六， 3 /， NN | 才 cnA, + J + Pe ED =0 
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( HH -7) 

由 此 可 以 递 推 得 到 
PD, = A。 の 、+ A, の ( 工 -8) 
B= NB 9 = や りあ (1 -9) 


B, 和 ,是 递 推 得 到 的 已 知 系数 ,由 于 径 癌 方程 是 二 阶 常 微分 方程 ， 
上 式 中 如 我 们 所 料 出 现 了 两 个 任意 第 数 4。 和 A,, 这 说 明 の 、 是 径 
向 方 程 的 通 解 。 当 所 有 的 el 关 0,(k 宇 2) 时 系数 B, 和 DD, 都 可 以 递 
推出 来 ,假定 II -9 对 任何 op 收敛 ,于 是 p 可 以 在 不 包含 -1/4 的 区 间 
上 连续 取 值 ,进而 4 也 可 以 在 某 个 区 间 上 连续 取 值 ,这 与 A 算 子 特征 
值 的 性 质 4 矛盾 , 因此 除了 一 些 特殊 的 点 以 外 II-9 必然 不 收敛 。 事 
实 上 从 命题 14-1 我 们 知道 , 展开 式 [ -9 中 只 能 有 有 限 个 系数 不 为 
零 。 从 公式 [ -7 可 以 看 出 ,只 要 有 连续 4 个 系数 为 零 , 则 以 后 所 有 系 
数 的 递 推 结 果 都 为 零 。 但 这 一 般 是 不 可 能 的 ,因为 我 们 只 有 三 个 参数 
/wa 和 p 可 以 独立 变化 ,而 且 ! 和 w 只 能 取 整 数 或 半 整 数 。 注 意 到 万 有 
引力 定律 中 的 引力 势 和 库仑 定律 中 的 库仑 势 都 与 , ' 成 正比 , 我们 
考虑 一 种 特殊 情况 , 令 


2 


< = (H -10) 
则 热 为 
U(z) = 中 = (n+a+rD 二 -于 (H-11) 


-1 和 五-3 分 别 简化 为 
DIF4+p)r -ntatdiAs, =0 (I-12) 
フル (6 を すす する)4。 =0 (IT -13) 
其 中 
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1 n+1l-a 
| 
一 (4 + p)(2n +at+1) (I -14) 


d, = (+ 
注意 到 ヶ < く 0 時 8 財 0,I-13 式 可以 展 井 罰 
(2 + coPo) A。 
+ (の めす +d,20) A 
+ (bg +cg+cdg) A, 


es 


+ (bp + CP + dP ) A, 
2 の a 
(  -15) 
或 者 

(ery tA) = 0 
(bo。A。 + ciA + d,A,) 二 
(51A, + cA, + di A,) = 0 
(b,A, + cA + d,A,) =0 
(4 CA + dA.) = 0 

( I-16) 


这 样 ,虽然 可 以 独立 变化 的 参数 由 于 II -10 的 限制 少 了 一 个 , 但 是 现 
在 只 要 有 两 个 连续 的 系数 为 零 就 可 以 使 递 推 过 程 截止 。 而 我 们 恰好 
有 两 个 可 以 自由 变动 的 参数 a 和 p, 因此 这 是 可 以 办 到 的 。 任 给 N, 令 
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td CE -17) 
Avii(a,o, 2) 一 0 
最 后 可 以 把 气态 解 写成 
N -1 
B= DA pr) re CG AER (I -18) 
N —1 


其 中 p>0,0 さ 1 き 一 一 


附录 上” 用 Jacobi 多 项 式 求 Schrodinger 
方程 的 9 旋涡 解 


Jacobi 多 项 式 的 标准 方程 是 
Er 


- 【(B8— 7)+ 


EE ( 皿 -1) 
正 交 关系 是 
の 1 


が キア オキ 2 ょ メキ 4 


T(y+il+1)T(B+/l+1) 
UID 2 
ビラ ラー1.Y>ー1 
在 某 些 文献 中 亚 -1 被 称 为 广义 超 球 方程 。 令 % 满足 正 交 关系 


la ー 29 "(1 キッ) = 


| の を (の sm9d6 |% の (の d(cos の ) 


pA 
ーー [td II 
が (8B 寺 /+ 1) が (ルケ +/+1) 
TT(B+ y+ + 1) Om C3 
其 中 y = cos の ( 亚 -4) 
把 下 -4 式 代 入 Schredinger 方程 的 9 分 量 方程 得 到 
中 风 d の , K 

(1-y) Tr -2 TP (5) 

这 里 我 们 先入 为 主 地 假定 町 -1 中 的 y 和 亚 -5 中 的 y 是 同一 个 


Xx 


变量 。 我 们 知道 二 者 之 间 的 函数 关系 取决 于 畦 -1 和 得 -5 中 Pw 的 一 
阶 导 数 的 系数 , 如果 我 们 的 假设 是 对 的 , 则 看 -1 和 于 -5 对 应 P? 的 
一 阶 导 数 的 系数 应 该 恒 相 等 , 当 mx = 7 时 比较 下 -2 和 下 -3 得 


あぁ = (1 一 う ) 和 (1+ っ)f Pp (下 -6) 
微分 叩 -6 得 到 
ざぁ 上 3 
コー ター の G+ お PP 
+ テ (1 ER 
SE ot {用 -7) 
中 风 


= FE -Dl- yl+ Ep 


| 
= 


A (1 + y)7- ‘pr 


2 2 
三 人 


ぅ (1ー y) 人 (1+ 


(テー-D(1- y+ yp 


eb pt ロ 


十 


(1 - 了 (1+ i 


(1 - y)#(1 二 yz"! 0 


+ 01- ar ( 由 -8) 


把 亚 -7 和 亚 -8 代 入 车 男 -1 相同 , 考察 P? 


to| < a NY Ne le N 
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的 一 阶 导 数 的 系数 确实 得 恒等式 , 这 说 明 我 们 前 面 关 于 y 的 假定 是 
对 的 ,再 考察 P 的 系 数 得 , 
By 


U(y) = U[cos( の )] =— 171(1+ 8 + A Ei 


BB 7 站 3 
+ [ーー + (ーー- (HM-9) 


> 
竹 察 解 攻 -6 和 岬 -4, 罰 了 使 あ 在 9 と [0,x] 上 解析 ,8 和 7y 必 为 
0, 或 同 为 偶数 或 奇数 。 若 令 
が テグ デラ l=n-m, oc=n(n+1) ( 朋 -10) 


U==0 ( 四 -11 ) 
然后 把 ヵ 改写 为 1, 则 我 们 得 到 缔 合 Legendre 多項式 
风 = Pr (cos0) ( 四 -12) 


我 们 称 U 关 0 的 解 为 9 旋涡 解 , 这 样 的 解 具有 旋涡 结构 。 


附录 V A 算 子 特 征 0 形式 方程 


0 分 量 的 求解 
把 14-13 写成 
YA,U(y) = 0 (NV-1) 


{=0 


将 附录 男 求 出 的 势 代 入 
2 4 /(7+ す B+ ア +1) -ttl [+ 


アア が Bi 
中 1) + 万 ( 方 1 ) 


2 2 
ーg 相 ああ =0 (N -2) 
或 
っ) A, lay’ +by+clp=0 (NV-3) 
其 中 
a = (+ の ++ 
(NV-4) 
5= テ (デー ア ) (W-$) 
c = (+ アー 
+ 訪 ( テ ーー (W-6) 


如果 要求 の , 解析 , 8 和 为 0, 或 同 为 偶数 或 奇数 。 
引用 Jacobi 多 项 式 的 递 推 公 式 
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ma っ ーー ニーーーーーーーーーーーーーーー 一 
ーーー 
ーーーーーーーーーーーーーーーーー a 


-一 一 一 -一 


1 
ee = (27+ B+Y+1)(2l+B+7Y)(2l+B8+7+2) 
x [2(7+ 1)(7 8+ ア +1)(27+ B+ ア ) あ 」」 
ー(27 B+ アァ ア +1)( デ ゲー ア )% 


+ 2(7+ (7/+ テア )(27 8+ ア +2) あ る 」] (K -7) 
展开 IV-3 得 到 
《roAu + diA, + e,A,) = 0 
Ch A 二 cA, 中 の 。 A, キ esA;) 一 0 
(coA， や 丰 十 Cc; A, + d; A 中 es A,) 一 0 
+ (ur 44 + 44 。 す 4 +d At+t eA,) = 0 
(N-8) 


从 公式 IW-8 可 以 看 出 , 只 要 有 连续 4 个 系数 为 零 , 则 以 后 所 有 系数 
的 递 推 结 果 都 为 零 。 
Ap8,y,c,kx)=10 
4itp,y,cx)=10 
ALiz(B,7Y,o,«)=0 
人 AL.4(2, 7,Z。z) =0 
但 是 这 基本 上 是 不 可 能 的 , 因为 我 们 没有 足够 的 可 以 独立 变化 的 参 
数 来 保证 方程 组 一 定 有 解 。 
如 果 我 们 令 人 -5 中 的 5 为 零 , 则 有 
8= 寺 7 (CR -10) 
为 了 保证 解析 , 8 和 yY 同 为 偶数 或 奇数 , 注意 到 8 和 7y 都 是 大 于 -1 的 
数 , 显然 上 式 的 右 端 只 能 取 正 号 。 
ge (NV-11) 


(NV -9) 
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于 是 -3 成 为 
= 0 ( IV -12) 
Jacobi 多 项 式 的 递 推 公 式 变 为 


Wh = TI 
(271+28B+ 1)(l+ の (7+ B+ 1) 
x[(7+1)(7/+28+1)(7+ 8) あ 」+(7/+ す 87(7+ 8+1)%」] 
= Rb, + S$., (NV-13) 


(I+ 1)(7 + 28+1)(/+ 8) 
了 (27+28+1)(7 + (7 + 8+1) (MV -14) 


2 
$= GIT 7 の (⑦+8 す 1 a) 
把 IV-13 代入 IV -12 
2 ah, + る あす 6 あ -。)4, =0 (IV -16) 
其 中 
ar = aR,R,,i 
c, = aRS + aSR, + c 
e, 三 cgS.S, ( MV -17) 
展开 IV -16 可 得 
(coAo + e,A,) =0 
(cA + e。A。) = 0 
(aoAo + c,A, + es A,) =0 
(aiA + csA, + esA,) = 0 
2 + crAy, + ey, A,,,) = 0 


(az 1A + 4) iars) = 0 
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マデ ティ マテ テマ テテ "mer mo rr 


(IV -18) 
上 式 可以 接 / 为 奇数 或 偶数 分 为 两 个 完全 独立 的 递 推 序列 , 它们 有 
各 自 的 任意 常数 4。 和 A,。 因 此 , 为 了 使 递 推 截止 , 只 要 有 两 个 相间 
的 系数 为 零 就 可 以 了 。 


OR = 0 
人 4, (2, の を) =0 027 
最 后 我 们 得 到 的 @G， 为 
の , = AoBi + A, Si ( IV -20) 
其 中 A。 和 A, 是 任意 常数 ， 
D1 = 六 8 n 为 偶数 (WN -21) 
BL = > D,.$, m 为 奇数 (NV -22) 


B, 和 D。 是 递 推 得 到 的 已 知 常数 如 果 采 用 Schredinger 方程 的 
U 去 0 的 的 解 展开 の , 则 最 终 得 到 的 特征 解 の 具有 旋涡 结构 。 


附录 V 用 Jacobi 多項式 求 Schr6dinger 


方程 的 gq 旋 洒 解 


把 Jacobi 多 项 式 的 标准 方程 写成 


時 at dP 
(1 一 zx) 本 -[(y=v)+(x+yv + 2)z] ニー 


+m(m+ ッ +vu+1)P? = 0 
正 交 关系 为 


ps 
|a Pde = 


Nt +m+i1)(u+m+l)、 
mT(y ッ +ov+ m+1) mm 


| 
Schrodinger 方程 的 e 分 量 方程 为 
ず め る 


ds +lx- Up)]j =0 
令 风 满足 正 交 关系 


の RNN 


|4( の を (の de XI 


が (キキ 1)7( り キオ 1) 、 


mlT(x+vt+m+1) 


当 m = n 时 比较 V-2 和 V -4 得 ， 
$, = (1 — >)3(1+ <) pr (Et 
の 


做 分 得 到 
の 


Y+ サ リオ 2 嫌 十 1 


( V-1) 


( V -2) 


( V -3) 


(V -4) 


(V -5) 


和 5 ,代入 -3 使 的 二 阶 导数 的 系数 与 V -1 相 
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同 , 対比 P2 的 一 阶 导数 的 系数 得 到 


2 dz dz 2 
Ya = 0 ( V -6) 
解 这 个 方程 得 到 
z = sin(Cop + D) Cll R (V-7) 
注意 到 pg € [0,2x], x と [- 1,1], 可 以 确定 这 两 个 常数 
1 下 
De (V-8) 
, Tr 
z = sin( ー ラフ ( V -9) 
対比 P* 的 系数 可 得 
_ ツ / ゲ アゲ 1 ボキ と NT We 々 
CS A の 2 Se 


ye WW まま と 
u( 1 リロ イー 2 (すこ PD 7 + 4x 


-m(m+x+v+1) 


( V -10) 
あぁ 。 = (1-— と ヶ ) お 4(1 + z)i'7 pr = [1 + sin( 旋 一 っ )] ィ 
[1 -sin( 多 一 子 )]3*7 Px[sin( 提 一 子 )] (V-11) 
为 了 使 加, 在 pg = [0,2x] 上 解析 ,显然 有 x 和 w 为 半 奇 数 , 即 x 
和 v 可 以 等 于 方 . 子 、 子 、…。 此 外 , V -11 具有 奇偶 性 ， 


$.(9) = $.(— 9) (V -12) 

若 令 
X=v=- 考 7 =k ( V -13) 
则 U (V -14) 


= 0 
我 们 得 到 Tschebyscheff 多項式 了 _ 
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$= T,(cos 方 ) (V-15) 
如 果 物 理 问题 关于 = 0 对 称 , 令 $。 满足 正 交 关系 


本 2 ウメ + 11 
(の た (の ーー テー ラコ 


EC 小 + +1) が ( り + す 1) 、 
mlT(x+vt+m+1) Om 62 


经 过 同样 运算 可 以 得 到 ， 
(る の) = ェ ー[- x+ w( カ キャ キッ ト 1)+ テ + ダ ] 


り 


CD EE IG 
1-z 2 2 


> 
+ Xe(1 + 2) el ~ z) -5] (V -17) 
此 时 
pw € [0, 7]j, z€[-1,1] ( V -18) 
z = sin(g — の ーー cosg ( V -19) 
V -19 确实 关于 pgp = 0 対称 。 注 意 到 
Pr (= x) (= 1) Pa(z) (V -20) 
对 称 解 为 
%。 = (1) お 4(1+ x)itpe = (1)"(1+ cosg)#'+ 
(1 ~ cosp) 3*T pr (cosp) (V -21) 
为 了 使 凡 在 PE [0, x] 解析 , x 和 w 同 为 半 奇 数 , 若 令 
メー ニッ ニー テ m =k (V -22) 
则 U=0 (V -23) 


我 们 得 到 Tschebyscheff 多項式 了 。 
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$, = T, (cose) (V -24) 
以 上 推导 み , 的 过 程 中 ,我 们 弃置 了 一 些 非 零 常数 , 因为 这 些 常 
数 不 影 响 $,, 作为 检测 函数 空间 的 基底 。 


の 


附录 WI A 算 子 特 征 0 形 式 方 程 


分 量 的 求解 
把 14-14 写成 
AU(p)g。 = 0 (M-1) 


2!4。|- eta(m キ xyTot0 キ テ ャ ブ 10 の ) 


+ [ す (4 二 


2 2 
tel te) -vl-z) -S$ =0 (WM-2 
> A la + bz + ci, = 0 ( VI -3) 


1 り 
A 


+ [を (すす -D+ 二 (の +x リーチ す ] (W-4) 


Sr 
| 


人 (VM-5) 


-[-e+m(m+X+urlD+ 二 + 好] 


~ 
ll 


| (MW-6) 
引用 Jacobi 多 项 式 的 递 推 公式 


四 1 
(2m+ Xt+vtl)(2m +xX+v)(2m+x+v+2) 


x [Xm+ Dm+x+t+v+lQm+x to) - (m+xt+v+l) 
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C—O 


Xx -vB +Am+xMm+tvN2m+xtvt+2Dp] (WM -7) 
展开 YI-3 得 到 


(coAlo + diA, + eA,) =0 
(boAo +cA + dA, + eA,) = 0 


(aoAo + b,A) + csA, + dsA, + es A,) =0 
ek 4 本 3 人 れ 和 Cs ま di Aa- や eA, ) = 0 


( VI -8) 
从 公式 MI-8 可 以 看 出 , 只 要 有 连续 4 个 系数 为 零 , 则 以 后 所 有 系数 
的 递 推 结 果 都 为 零 。 
AM(y,u,g) = 0 
tyY, の pg) = 0 
4A。>(Y, り ,g) = 0 
A = 
但 是 这 基本 上 是 不 可 能 的 ， 因为 我 们 没有 足够 的 可 以 独立 变化 的 参 
数 来 保证 方程 组 一 定 有 解 。 
如 果 我 们 令 M-$ 中 的 5 为 零 , 则 有 
xy ニャ エリ ( WI -10) 
为 了 保证 Bw 解析 , x 和 w 同 为 半 奇 数 ,注意 y 和 都 是 大 于 - 1 的 
数 , 如果 x 和 vw 的 绝对 值 不 等 于 1/2, 则 显然 上 式 的 右 端 只 能 取 正 号 。 


( VI -9) 


X=v ( W -11) 
于 是 W-3 成 为 
D/Anlay + cl =0 ( W-12) 
Jacobi 多 项 式 的 递 推 公 式 变 为 


= 1 
< の 一 Gn + tm + mt x+TD の 十 1)(m +2y + 1) 
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X (m+ XD, + (zm + xy} (m 中 1) あ , 」」 
一 RP 十 S の 」 ( VI-13) 
其 中 
(zn +1)(m+2y+1)(m+ ry) 


RK, = (2m +2xX+1)(m+ x)(m+x+1) Ee) 
0 Wey 
把 WY-13 代 入 WI-12 
>,(ang +cog + esp 2)A, =0 ( M-16) 
其 中 
an = aR Ri 
cm = aR Sun + 4aS。R + eC ( V -17) 
e = の 。。 
展开 VI-16 可 得 
(coAs + e。A。 ) = 
(ciA + es,A,) = 0 
(aoAo + czA + es A,) =0 
(uAl + c3A;, + esA,) = 0 
(qam-2 A 二 cnA +e A ) = 0 
tA a 0 
( WM -18) 


上 式 可以 披 m Wo ee 它们 有 
各 目的 任意 常数 。 因 此 , 为 了 使 递 推 截止 , 只 要 有 两 个 相间 的 系数 为 
を 就 可以 了 。 
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Amiz(X,v,*)=0 
最 后 我 们 得 到 的 Bw 为 
の 。 = 4。 の し A」 の ん ( WM -20) 
其 中 A。 和 A, 是 任意 常数 ， 
Ya 4 为 偶数 (W-21) 
の の, = や p. 2. m 为 奇数 ( VI -22) 


B, 和 D, 是 递 推 得 到 的 已 知 常 数 。 如 果 采 用 Schredinger 方 程 リ 0 
的 解 展开 @w , 则 最 终 得 到 的 特征 解 @ 具有 旋涡 结构 。 


附录 证 用 Hermite 多 項 式 求 Schrodinger 


方程 的 固态 解 


广义 Hermite 多項式 Hi 的 标准 方程 ”是 


“HH dH 9 
EE + 2(a — w*) ー+ (2nu —- 一 一 ) 本 = 0 ( MI -1) 
dz du u 
其 中 Dan = 0 ia 2a 


内 的 正 交 关系 是 


co 


| ee HHdu = C8. CER 


广义 Hermite 多項式 FH: 的 递 推 公式 是 
Hi,(u) = 2uF (wu) - (2n + 9 )H_(u) 
令 #5 满足 正 交 关系 


Mt dy = CnOmn 

= ,比较 WE- 和 $ 可 得 
4 = Eee TF (dE) 

其 中 duldy > 0。 流 分 可 得 


人 
マ 


d?, dH; a 
此 = 一 一 We すま ef TE 
dy du dy 
He を (de + re す ( 半 ) dg 
5 dy の gg dy 
すめ dH 机 3 d ザ 
Ue だ: +a ユーgd e eo -eu 


dy dr dy dz 


(MI-2) 


(MI-3) 


( WI-4) 


( WI-5) 


(MI-6) 


(MI-7) 


gt ーー dz 3 
ぞ Ts 
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ーーーーーーーーーーーー 一 


3 dH 于 和 de 和 (入 
人 dy "du < (a? 


本 5 5 
Py ee DH eT He EC 


3 と dead EE と de、5 
2 n ど dy 加 dy da ど や) 


— (a 证 DHwe テ (再 六 十 の 0 (Gy 
4 y 


We dv は de ld du ta 
pi ir eA 
a- 1 d | 中 a d 1 ず 
+ Hy 全 7 -ne a 
1 。 デー dz、3 2 > 1 su dz、1 du 
2 0 60 Te 2 a (WI-8) 
代入 方程 
dg 
qr CU el = 0 ( WM -9) 
dH 
整理 之 , 比较 J 的 系数 得 
Ua > wu= py ( W -10) 
dy 
再 比较 Ho 的 系数 ,得 : 
a a nt t+ (WL-11) 
$= Ps (WM -12) 


对 wu* 微分 使 4 的 等 次 减少 1, 对 下 微分 使 。 的 等 次 不 变 , 对 
e- 科 微分 使 x 的 寡 次 加 1, 显然 ,只 要 a 是 正 整 数 , $, 就 是 C= 的 。 


附录 妖 ” 求 A 算 子 的 固态 特征 解 


直角 坐标 下 的 A 算 子 特征 方程 
が の 。 の の FP | “ 
ー Dr dy xz A Ba 
令 の = の 、( ァ ) の 。(y) の , (と) ( 姬 -2) 


$B, = DA Pu = Ap. の = A (再 -3) 

GE 記 

$= (ue)e Hr (ME-4) 
MO = FD C2) = の や AA4.4 あ た 


(MW-5) 
代入 妞 -1 得 
2 2 4.4。4。[U( ェ ) -+ り ( ふ ) + UCz)]$pnt, = 0 
(W-6) 
DAA.| DALUCz) — 241 th 
+ 2 4.4。1274.0( ゆ ) 6 
十 や 44.1 め 4.0(e) ああ 一 0 ( 妞 -7) 
上 式 成 立 当 和 且 仅 当 
DALU(zr)- pl]$, =0 p= (用 -8) 
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ーー -一 -一 


> AU(z)g。 二 


SA iy = 0 
ぁ 満足 退 推 公式 


uP = pM + 2(n + 1)ag, ,] 
展开 漂 -8 至 妖 -10 可 得 
(coAo + d,A,) 
(CA + dA 
(boAo + c2A, + d,A,) 
(6b,A, + cAy+d,A,) 


(の 42 -2 十 2 二 dym;2 An+2 ) 
(bi A Cnt 1 + 人 と ェ て た 3 ) 


( 妞 -9) 


( 媒 -10) 


=0 
=0 
( 妞 -12) 


上 式 可 以 按 ヵ 为 奇数 或 介 数 分 为 两 个 完全 独立 的 衣 推 序列 它们 有 
各 目的 任意 常数 A。 和 A,。 因 此 , 为 了 使 递 推 截止 , 只 要 有 两 个 相间 
的 系数 为 零 就 可 以 了 。 这 样 ,在 三 个 分 量 上 有 六 个 代数 方程 , 加 上 


et+ot+r=0 


(MI-13) 


共有 7 个 代数 方程 , 我 们 一 共有 7 个 可 变 参数 。、8、7、p、k、g 和 e, 基 
中 p 宇 0。 还 有 LL、M 和 NN 可以 取 任 意 正 整数 。 根 据 命 題 14-1, 满足 


ME-1 的 有 限 维 固态 解 必 然 存 在 。 


附录 区 Schredinger 方程 和 A 算 子 
特征 方程 分 解 变量 


Schrodinger 方程 和 A 算 子 特征 方程 在 球 坐 标 下 分 解 变量 
使 用 球 坐 标 , 把 A 算 子 特征 方程 统一 写作 


> の 本 9f) 
7 gp rr 2 婦 97 の 3 9 の 
9 
EE (K-1) 
sin の dg 


S = U, 0 = $$ 就 得 Schrodinger 方 程 ;S = 4, の = の 就 得 A 算 子 特 
征 方程 。 


令 2 = (の 2。( eo)2.( ァ ) (以 -2) 
Ss RI 1 S(7 (区 -3) 
と r sin 8 
IX -1 可 以 写 为 
00。 3 。 。20.、 00， 3 2 Nn, の 0. 
ーー の 7 の 20 De 2 の 2 
[> S( の + ーー ュー S( め ) + S(r)]0.0.0， (IX-4) 
1 2 , 。929 1 .90, 
0 65298" an 39 Sn Fg ) 
zo. [Ss(0) + 1 So)] 区 
2。sin の dg M sin~ の (9 (K-35) 
把 径 向 方程 分 解 出 来 
P(r So) + [7S(r) - 010, = 0 gd ER ( 区 -6) 


区 -5 剩 下 的 部 分 为 
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ne 9 が ガー) 1 osin ^( の) + sin 9S( の) 
1 
ーー Bo の 20/ 
继续 分 解 得 
1 d ,. ,dn を 下 
4g (sing 46 )+[oc+ S(9) - gl = 0 (区 -8) 
和 et S(9) 0, =0 xER ( IX -9) 
今 S= リ , の = ゆあ, を た = co= 1(l + 1) 就 得 到 
っ) ょ [pe)- (4119 = 0 (区 -10) 
dp, 2 
6 ーー (sin の の 0 [/(/ + 1) 十 (9) - le = 0 
(K-11) 
? 
令 S = 4,Q = @ 就 得 到 
Py, 
(7 d )+[r -+1)]G =0 《区 -13) 
元 で (ang < = 0 《区 -14) 
d Bu 
和 ev = 0 (X-15) 


Schr6dinger 方程 和 A 算 子 特征 方程 在 直角 坐标 下 分 离 变 量 
ーー ラーラ テー S0 (K-16) 


0 = Nz)Q,(y»)A, (2) (区 -17) 
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S=SOzrz)+SGCy)+S(Cz) (区 -18) 
把 人 及 -17 和 区 -18 代入 区 -16 
1 の 9 の, 1 の 0。 1 7 


Dg "Dar Do 
=—[S(y) + S(z)+ S(x))| (区 -19) 
整理 可 得 
?20 
元 Dz WANG 
ーー 1 の 2。 | 


方程 左 端 只 是 x 的 函数 ,而 右 端 只 是 y 和 z 的 函数 ,因此 只 能 是 一 个 
常数 ,所 以 有 


2 
los s0 (区 -21) 
dr 
の の _ の 7, 
和 e+ コー ラテ SO) =ー 証 ーー 5(e) (K-22) 
继续 分 解 得 到 
ーー [S(z) -g]2, =0 ( IX -23) 
ず の. 
利 e+ コー dy + S(y) = ニーg (区 -24) 
今 e+x+oc=0 (1X -25) 
ず の . 
则 dy + [ S(y) - z]0。= 0 (区 -26) 


有 趣 的 是 ,分 解 得 到 的 三 个 方程 K -21、IX -23、I - 26 形式 完全 一 样 ， 
它们 的 求解 过 程 和 最 终 得 到 的 解 也 将 完全 一 样 。 


附录 X 求解 AA 的 特征 0 形式 


在 第 十 二 章 中 我 们 推导 出 的 基本 方程 为 
(A) ”ae= (Ah)”a= I 
(a He = 
这 时 候 , Hodge 分 解 为 
7 = d(As)"a + 6(As)"B+7Y 
15-25 和 15-26 可 以 写成 
dw = dx7n= dx(d(A;)"a + (As)"B+ 7) 
(= Ta 


| 


dw = dn = d(d(A;) "a + 8(A,) "B+ 7) 
= Ag 
代入 Stokes 公式 得 到 


CC 1 (A)  。>= ニ ぐ て の 2* Cu > 
ICAO rE ラ 
为 了 求解 这 两 式 , 我 们 必须 求 出 特征 方程 
(A)” "の = の 
和 (AJ)"” の = / の 
的 解 ,下 面 我 们 考虑 m= 1, = 0 的 情況 : 
A。A。 の = AA の = ハ の 
采用 Schredinger 方程 的 气态 特征 解 , 令 
の = ああ > Ag 
则 A の = あぁ > AUS, 
代入 X -10 得 


(X-1) 
(X-2) 


(X-11) 
( X -12) 
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ーー ーー ー ン ーーーーーーーーーーーーーーー 一 


ーー ーー -一 一 ーー ーー 一 一 一 


9 。 ぅ > 9 1 


1 
et 有 ang (ng 9) 
1 
m0 do 2o ーー テ |( あめ 。 > A,Ug ) 一 A > A 
( X -13) 
或 
$$ 9 を US$, 多 >, A.US, 
-一 :一 3 (| ) + 一 一 一 一 
r or 六 SIN 
mA Us$, 加 
0 ee pd > Ag， 
( X -14) 
分 高 変量 
1 9 2 9 >「4。 US$, 2 っ 4 
TAU I a tM SA 
1 og, 1 の の 
= | (sing と の 3 の (X-15) 
径 向 方程 为 
dy AU 
本 A ‘> Ag + 7(7+1) A UR = 0 
( X -16) 
9 问 方 程 为 
dn2 jg (sn9 (6 を まり + ーー 1 = =0 (X-17) 
e 加 方程 为 
a 
dg” mi m 一 (X-18) 


可児 X -10 的 9 向 方程 和 9 向 方程 的 解 与 
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完全 一 样 , 其 径 向 解 满足 


SAN + ar t+ DU =0 
( X -20) 
把 气态 解 的 势 
D(r) = in +- 了]z -天 cg 三 2/+I 
( X -21) 


代入 X -20, 利用 Sonine-Laguerre 多 项 式 的 递 推 公式 也 可 以 把 X-20 
展开 为 与 -7 或 [ -16 类 似 的 结果 , 按照 命题 14-1, 应 该 存在 有 限 
维 的 解 。 任 意 多 重 调和 算 子 的 特征 值 和 特征 0 形式 都 可 以 用 类 似 方 
法 求 出 , 对 此 我 们 不 再 深入 研究 。 
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